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1 Lineare Algebra 1 vom 07.10.2008

1.1 Mengen

endliche Mengen: {xi, x5, x3, ...x,}, Ordnung der Elemente irrelevant
x; = x; erlaubt
Bsp: {1,2} ={2,1} = {1,1,2}

unendliche Mengen: .

N :={0,1,2,...} (natiirliche Zahlen)
Z =1{0,+t1,£2,...} (ganze Zahlen)
Q := {£|p.q € Z,q # 0} (rationale Zahlen)

e R = Grenzwerte von Folgen rationaler Zahlen (reelle Zahlen)
C (komplexe Zahlen)

1.1.1 Widerspruchsbeweis
Angenommen
V2 = B, pP.qEZ
q
get(p.q)=1

Beweis.
2¢° = p* = p* gerade = p gerade = p =2m,meZ

2q* = 4m*

g* = 2m* = ¢* gerade = g gerade = g =2m,meZ

1.1.2 Teilmengen
AcB=Vx:xeA=x€eB
A=B< (AcBABcA)

1.1.3 Vereinigung
AUB:={x|lxeAv xe B}
Allgemeiner: A;,i € I, List die Indexmenge (z.B. I = {1,2,3})
| JAi={xPiel:xeA)

iel
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1.1.4 Durchschnitte
AnB:={xlxe AAxeB}
(A= {x|Viel:xeA}

i€l

Beispiel:

1 1
NixeRr - — L T
neN{xe| ponr T e A

1
ﬂ{xeR|O<x<m}=®

neN

1.1.5 Differenzmenge
AcCB
B—A:=B\A:={x|xeB,x¢A}

1.1.6 Kartesische Produkt
Geordnete Paare (Reihenfolge relevant): a,a’ € A, b,b' € B
(a,b) = (@', V)= a=d Ab=1b

A x B:={(a,b)lac A,be B}

Beispiel:
{a,b,c} x {1,2}
= {(a,1), (b, 1), (c,1),(a,2), (b, 2), (c,2)}
Beispiel 2:
R? := R x R, eine zweidimensionale Ebene
R*:=R>x R
R'=R"!' xR

1.1.7 Abbildungen
Seien X, Y Mengen

Definition 1.1. Eine Abbildung f von X nach Y ist eine Vorschrift, die jedem Element x von
X genau ein Element f(x) von Y zuordnet.
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Schreibweisen:
f:X—>Y

x— f(x)
f(x) ist das Bild von x unter f, X heifit Definitionsbereich von f, y heit Wertebereich von f

Definition 1.2. f(X) = {f(x)|x € X} heiBt Bild von f

Bc Y, fY(B) := {xe X|f(x) € B} ist das Urbild von B unter f
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2 Lineare Algebra 1 vom 09.10.2008

2.1 Abbildungen
f:X—>Y
Definition 2.1. f ist surjektiv, wenn f(X) = Y (wenn jeder Wert auch als Bild auftritt)

Definition 2.2. f ist injektiv, wenn Vx;,x, € X : f(x1) = f(x) = x; = x» (zwei ver-
schiedene Werte miissen auf zwei verschiedene Bilder abgebildet werden)

Definition 2.3. f ist bijektiv (eine Bijektion), wenn f surjektiv und injektiv ist.

Beispiele:
°
X = {x1, 20, %3, x4}, ¥ = {y1,¥2,¥3, ya}
X1 =)
X2 > )1
X3 Y3
X4 P> Y4

= nicht surjektiv (y, ist nicht zugeordnet), nicht injektiv

e R—-R, x—x2, f(x)=x*

— nicht surjektiv, nicht injektiv

x : [0,00) — R (ist dasselbe wie {x € R|x > 0})
— nicht surjektiv, aber injektiv

x:]0,00) — [0, 0)
— Bijektion

Die Identititsabbildung auf X — X, ndmlich id(x) = x Vx € X ist immer eine Bijektion.

Sei f : X — Y eine Bijektion.

yeYfT({y}) = {xhxeX
Wir setzen
o u) =x

und erhalten so eine Abbildung f~!: Y — X
f~! heiBt die Umkehrabbildung von f
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2.2 Die Komposition (Zusammensetzung) von Abbildungen
f:X—>Yg:Y—>Z

Definitionsbereich der zweiten Funktion muss dem Wertebereich der ersten entsprechen, sonst
kann man die Funktionen nicht zusammensetzen.

Definition 2.4.
g=f:X—-Y

(g0 f)(x) =g(f(x))

= ist assoziativ, jedoch nicht kommutativ: f o g # g o f, Beispiel:

(g0 f)(x) = g(f(x)) = g(x*) = x* + 1
(fog)x) = f(g(x)) = flx+1) = (x+1)°

2.3 Gruppe
(Z,+),+:ZxZ—>Z

(d.h., Plus ist eine Abbildung)

+ ist assoziativ, kommutativ.

1 Element 0 € Z (neutrales Element)

VneZ3 —neZsodassn + (—n) = 0 = (—n) + n (inverses Element)

Sei M eine Menge.
S(M) :={f: M — M|f Bijektiv}

”Symmetrien” von M.

(S(M),") : -1 S(M) x S(M) — S (M)

- ist assoziativ, nicht kommutativ
idy, (Identitit) ist ein neutrales Element: f -idy, = f =idy - f

Definition 2.5. Eine Gruppe ist ein Paar (G, -), wobei G eine Menge ist, - : G x G — G,
(g,h) — g - h, sodass gilt:

1. -istassoziativ: (g-h)-k=g-(h-k)
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2. dee G:VYgeG:g-e= g =e-g(neutrales Element)

1

3.VgeGlg 'eG:g-g' =e=g ! g(inverses Element)

Bemerkung 2.6. 1. e ist eindeutig: Angenommen, €' ist auch neutral. = e =e-¢' = ¢

2. Die Forderung g=' - g = e ist redundant: y = g7' - g=g - e-g=g7"'-(g-g7")-g=
(67'g)- (g7'g) =y -y =)y

N O A LN

e=yy '=yy =y-(Qy )=y e=y=g ' -g

U eindeutig: Angenommen, g=', g’ sind beide invers zu g:

3. Flir gegebenes g ist auch g~
g =e=gg™"

g '8 =g 'gg! !

=g =g
4. Auch g = e - g redundant
5. (ab)™' = b~' - a~ (multiplizieren und Reihenfolge umdrehen)

Beispiele:

(Z, +) ist eine Gruppe

(S (M), ) ist eine Gruppe

(Q. +). (R, +),Q+ = Q — {0}, (Q+,-) Gruppe

Terminologie: Eine Gruppe heifit abelsch, wenn die --Operation kommutativ ist (g - h = h -
gvg, h e G).
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2.4 Korper

Definition 2.7. Ein Korper ist ein Tripel (K, +, -), wobei K eine Menge ist, + eine Abbildung
K x K — K, ebenso - : K x K — K, sodass:

1. (K,+) ist eine abelsche Gruppe, genannt additive Gruppe des Korpers ((K, -) ist die
multiplikative Gruppe)

2. - lasst sich einschrinken zu einer Abb. -K* x K* — K* mit K* = K — {0}, (K*, +) ist
eine abelsche Gruppe

3. Distributivgesetz: a- (b+c¢) =a-b+a-cund (a+Db)-c=a-c+b-c)Va,b,c,e K

Beispiel: (Q, +,-) und (R, +, )
Notation: (K, +,-): 0 := = neutrales Element fiir /+

1 := = neutrales Element fiir -
—a = inverses Element zu a bzgl +
a~! := inverses Element zu a bzgl - (a # 0)

a—b:=a+ (—b)
¢@:=q-b"'(b#0)

Bemerkungen:

1. (a-0) =0, Beweis: a-0 = a-(0+0) = a-0+a-0, —(a-0)+(a-0) = —(a-0)+a-0+a-0 =
0=0+a-0
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3 Lineare Algebra 1 vom 14.10.2008
(K, +, -) Korper

Bem.: Ein Korper hat immer min. zwei Elemente (0 und 1).

3.0.1 Rechenregeln

ea-0=0
0=a-(0+0)=a-0+a-0
(—a0) + a0 = —a0 + a0 + a0 = a0

o Nullteilerfreiheit: Ista-b = 0,danna = 0O oder b = 0
Beweis: a-b = 0. Wenna = 0, fertig. Seia # 0 = a€ K* = Ja~' € K*
O=a'0=a'l(a-b)=(a'a)-b=1-b=b

e —(a-b)=a-(-b)a-b+a-(-b)=a-(b+(-b))=a-0=0

3.0.2 Beispiele
Q(Q, +,),R(R, +, -) sind Korper

(Z, +, -) ist kein Korper:
1 € Z muss das multiplikative neutrale Element sein. 2 € Z*. 2n = 1. Gleichung nicht losbar
= kein Korper

Korperstruktur auf R?:
+ 1 (x1,%2), (y1,y2) € R?

(x1,x2) + (71, 52) = (x1 + y2, X2 + y3) >
(R?, +) ist eine abelsche Gruppe. Neutrales Element ist (0,0). Inverses Elementist —(x;, x,) =
(_XI, _XZ)

(x1,22) - (1, y2) = (xiyid — x2y2, X1y2 + x21)
(X],)Cz) . (1,0) = ()C],)Cz) = 1= (1,0)
(x1,22) ™" = ( )

X1 —X2

2 2° .2 2
xl—i—x2 xl—l—x2

X1 —X2

2 2° 2 2
xl—l—x2 x1+x2

(x1,x2) - (

2 2
X —X;  —X1X2 + XX

= ( - ) = (1,0)

2 2 2 2° 2
x1+x2 x1+x2 x1+x2

= (R?, +, -) ist ein Korper

Definition 3.1. (R?, +, ) ist der Korper der komplexen Zahlen C
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Definition 3.2. i := (0, 1) (imaginire Einheit)
#=(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1

RcC:x~ (x,0)

X1+ ixa(x1, %2 € R) = (x1,0) + (0, 1) - (x2,0) = (x1,0) + (0, x2) = (x1, x2)

kunjugiert komplexe Zahlen: z = x; + ix, € C, dann Z:=x —ix

Definition 3.3. Re(x; + ix;) = x; (Realteil), Im(x; + ixy) = x, (Imaginérteil)

Esgiltt z+w=Z+Ww(z,weC)undzw =7 - w.

z:2= (0 +ix)(x) —ixp) = x% + x%

Definition 3.4. |z := VzZ = 4/x? + 12

3.0.3 Korper mit genau 2 Elementen

Der Korper F, mit 2 Elementen: F, = {0, 1}

+ (01
0101
1111]0
- 101
0[0|0
101

Zu jeder Primzahl p existiert ein Korper F, mit p Elementen.

3.1 Vektorraum

Definition 3.5. Sei K ein Korper. Ein K-Vektorraum ist ein Tripel (V,+,-), wobei V eine

Menge ist.

+:V x V -V, geschrieben (v,w) — v+ w
-1 K x V— V, geschrieben (4,v) — A-v
sodass:

1. (V,+) ist eine abelsche Gruppe.

2. VA, u € K (griechische Buchstaben fiir Kérper-Elemente) und v, w € V (Vektorraumele-

mente):
(A+u) - v=a-v+pu-v

3.0-(v+w)=2-v+a-w
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4 (A-p)-v=2a-(u-v)
5.1-v=v

Vorsicht: - mit Elementen aus K ist das - in K, ansonsten ist es - in V. Ebenso fiir +.

Terminologie:
e Die Elemente von V heilen Vektoren.
e Die Multiplikation - : K x V — V heif3t Skalarmultiplikation
e K heifit Skalarkorper

Beispiele:
V=K"=KxKxK. xK

(Xl’ X2y eees xn)’ ()717 cees )’n) € K"
x4y = (X1 +Y1,X + Y25 e X + Vi)
AeK:A-x:=(Axy,Ax2, ..., AXy)
= (K", +, ) ist ein Vektorraum (VR), genauer gesagt ein K-Vektorraum
(R", +,-), (C", +,)

Andere Vektorraume: Wir betrachten zwei reelle Zahlen a < b:

@la,b] = {f : [a,b] — R|fstetig} (K = R)
+:(f+8)x) = f(x) +8(x),0
(- F)(x) = A f(x) eR(AER)

f+ g, A f sind stetig.
= (%|a, D], +,-) istim R-VR.

V = {Alle Polynome p mit reellen Koeffizienten und Grad < 3}
P,q€V:p(x)=ay+ax+ ax* + azx’, ebenso q(x) = by + by x + byx* + b3x°>

(P +q)(x) = p(x) + g(x)
(p+q)(x) = (ag + bo) + (a1 +b1) - x + (az + by)x* + (azh3)x’
A-p = (Aag) + (Aa))x + (day)x* + (Aaz)x’

Alle Losungen der Differenzialgleichung Z—;V + y = 0 bilden einen Vektorraum.
Seien yy, y, Losungen, so gilt:
d’y,  d’y, d’y,

Tty =gr gy Tt =Gy

dz(yl + y2)

dr? t32) =0

dz)’z
+y1) + (ﬁ

10
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Ebenso verhilt es sich mit dem Skalarprodukt:

d*(An) d*y, d’y,
AeR. ar —i—(/lyl):/lﬁ—l—/lylz/l-(ﬁ—i—yl):/lO:O
Beispiele fiir Losungen:
y1 = sin(r)
y2 = cos(t)

= Asin(r) + pcos(r) Losungen VA, u € R

11
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4 Lineare Algebra 1 vom 16.10.2008

4.1 Vollstandige Induktion

Seien A(n) Aussagen, die von einer natiirlichen Zahl n abhingen.
A(0)und (VneN: (A(n) = A(n+1))) = (Vne N;A(n))
Beispiel:

An)=n*—2n+1=0"

Induktionsanfang:
A(0)=0"-2-0+1=0

Induktionsannahme: n?> —2n+ 1 = 0 gilt

Induktionsschritt (zeigen, dass die Aussage auch fiir n 4 1 gilt):
n—172-2(n+1)+1=0
em+2n+1)—2n—-2+120
s -2n+1)+2n-1)=0

Aus der Annahme wissen wir, dass (n*> —2n+ 1) > 0. Der einzige Fall, bei dem der Ausdruck
nun nicht > 0 sein kann, ist n = 0, den haben wir aber vorhin schon behandelt.

4.2 Untervektorraume
Sei V ein K-Vektorraum.

Definition 4.1. Sei W < V eine Teilmenge. W heil3t Untervektorraum (UVR) von V, wenn
gilt:

I.0eWw
2. VYvywe Viv,we W= v+ we W (abgeschlossen beziiglich der Addition)
3. WweV:ive W= Alve WVA e K (abgeschlossen beziiglich der Skalarmultiplikation)

(W, +, -) ist wieder ein K-Vektorraum. Geometrisch gesehen ist ein Untervektorraum eine
Gerade, die durch den Ursprung geht (da er immer den O-Vektor enthilt).

Beispiel: {0} < V und V < V ist ein Untervektorraum.

K =R,V = R? Wihle A, u € R. Setze W = {(x, x2) € R*|Ax; +ux, = 0} < V. Behauptung:
W ist ein Untervektorraum.

12
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Beweis.

1. Zu zeigen:
0eWw

(x1,x) =(0,0)=0
A+u0=0= (0,0)e W
2. Zu zeigen: (x1,x2), (v1,y2) € W = (x1, %) + (y1,y2) € W :
Alx; +y1) +p(x +y2) = (Ax +pxa) + Ay +w2) =0+0=0
(wegen der Definition von W)

3. Zu zeigen:
Ae R, (X],)Cz) eW— /l,(X],XQ) eW: (/1/X1,/1/X2)

A x)) + pu(A'x) = A (Ax; + puxy) =2-0=0

O
= W < V ist ein Untervektorraum.
Sei V ein K-Vektorraum. Sei {vy, ..., v} < V eine Teilmenge.
W = {/llvl 4+ vy + - + /lkvk|/l,‘ S KVZ}
(eine solche Summe nennt man Linearkombination der Vektoren v, bis v;)
Fiir diesen Ausdruck schreibt man auch gern:
k
Z Aivi
i=1
W < V ein Untervektorraum.
Definition 4.2. (v, ...,v;) = W ist der von den Vektoren vy, ..., v, aufgespannte Untervek-

torraum
zB.: V=R3{(1,0,0),(0,1,0)) = x;, x,-Ebene. oder {(0, 1, 0), (0,0, 1)) = x,x3-Ebene.
Beispiel:
€ (a,b)
€' (a,b) = {f € €(a,b)|fdifferenzierbar}

(z.B. |x| ist nicht differenzierbar (=ableitbar) in Punkt 0)
€' < ¢ ist ein Untervektorraum.

13
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Beweis.

1. 0 muss in €' liegen:
0e %'

2. Liegt auch die Summe in €?

[, g differenzierbar = f + g differenzierbar

3. Liegt auch das Produkt in 4'1?

A e R, f differenzierbar = Af differenzierbar

O

¢? alle Funktionen, die stetig sind und zweimal differenzierbar sind (die Stammfunktion der
Betragsfunktion ist einmal differenzierbar, aber nicht zweimal).

Lt !

Lemma 4.3. Seien W; — V Untervektorrdiume, i € I, dann ist ﬂie, W; < V ein Untervektor-
raum.

Beweis.
0e WVi=0¢e nW,

Zuzeigen:v+we nW,v,we nW;heiBtv,we WVi=v+we WVi=v+wenW,
venW;,1e K. Zuzeigen: 1-venW,;

=ve WVi= lve WYi

Vorsicht: Dies gilt nicht fiir die Vereinigung!

Wi, Wo,UVR = W, u W, kein UVR (im Allgemeinen)

Beispiel:

V = R2, x-Achse als W, y-Achse als W,, wenn man sich jetzt einen Punkt w und v auf W,
bzw W; nimmt, so ist die Vereinigung das Kreuz auf der Achse, v + w jedoch liegt aulerhalb.

Lemma 4.4. Sei {vi,...,w} € Vund W < V ein UVR mit {vy,...,vw} < W, dann gilt
Wiyeesmy < W.

14
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Beweis. Wir miissen zeigen, dass jede Linearkombination A;v; + - - - + 4, in W liegt.

W UVR
Vi eW = /11\/1 eW

meW=AveW
vieW= AQvieW

Da ein Untervektorraum abgeschlossen ist beziiglich der Addition:
v+ v, e W

USw.:
Avi+va+ -+ v e W

Folgerung:
Wiy =n{W c V[{yy, ..., v} < W}

(Der aufgespannte Teilraum ist der kleinste Untervektorraum, der die Vektoren v; bis vy
enthélt) O

4.3 linear unabhangig

Definition 4.5. Eine Teilmenge {vi,..., v} < V (V ist ein K-Vektorraum) heiBt linear un-
abhéngig (l.u.), wenn:

V/l],...,/lkEKI/l]Vl +"'+/1ka =0=>/l,-=OV1 <i<k
Beispiel:
V = K'.{v;} = {0} ist linear abhéngig (l.a.), d.h. nicht linear unabhéingig.
1-vi=1-0=0,aberd; =1#0

Beispiel 2:
V =R4{n} = {(2,3)}. 4(2,3) =0. (24;,34) = (0,0) = 4, = 0 = {(2,3)} linear
unabhingig.

Beispiel 3:
V im beliebigen K-Vektorraum. {v}, v # 0 ist immer linear unabhingig:

A-v = 0. Angenommen die Menge wiire linear abhiingig, so 4 # 0.347!

At@Ayy=2"-0=0

Beispiel 4:
V =R2.{(2,3),(4,6)} ist linear abhiingig.

1-(4,6)+(=2)-(2,3) =(0,0)

15
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entspricht:
/11 'V1+/12'V2=O

Da Ay, 4, # O ist V linear abhéngig.

Geometrisch gesehen liegen in (2, 3), (4, 6)) die Punkte (2,3) und (4, 6) auf einer Gerade.

Beispiel 5:
{(2,3), (0, 1)} ist linear unabhéngig.
A-(2,3) +pu(0,1) = (0,0)
20 +0u=0=1=0
M+1lu=0=pu=0
((2.3).(0.1)) = R?

Bemerkung 1: Eine beliebige Teilmenge S < V ist linear unabhiingig, wenn jede endliche
Teilmenge von S linear unabhingig ist.

Bemerkung 2: {vy,..., v} < V mitv; = 0 fiir irgendein i. = linear abhingig,da 1 -v; =0
Bemerkung 3: vi,...,v, und v; = v; fiir i # j, dann ist diese Liste linear abhingig, da
1-vi+(=1)-v;=0

Bemerkung 4: {vi,..., v} ist linear abhingig < i : v; = v, + -+ 4_v;i — 1 + A -
Vit .../lk'Vk

Es existiert eine Linearkombination, sodass Zle Av; = 0, nicht alle

Ai Aj Ai
A = 0= Hio/lio 0= 3/1;)1 : /l_OVi + 0. /l'()(ill F v + ;;1V50+1 =0
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5 Lineare Algebra 1 vom 21.10.2008

Sei V ein K-Vektorraum, K ein Korper

Definition 5.1. Die Vektoren vy, ..., v, € V sind linear unabhingig (l.u.), wenn:

Zr/livi =0= /ll' = OVi

i=1

Bsp. K" =V
e;=(0,...,0,1,0,...,0) € K"

{e1,er,...,e} Lu.
0= > de;= (A1, ..., 4,) = A = OVi

V = R[t] := {alle Polynome in der Variablen t mit reellen Koeffizienten}

{Lt,2,7,...} Lu.
p([) = /10+/111—|—/1212+ A = OVt

p(0) =2 =2 =0
p,(t):/li:>/ll =0

etc.=1,=0

Proposition 5.2.
e oHu. S YWwe<vy,.o,v, >3, .00, 4, Z/l,-vi =y

Beweis. Existenz der 4; ist klar, es geht nur um die Eindeutigkeit: > A4v; = v = > v, =
> (A — pi)v; = 0, wir wollen zeigen, dass 4; = y;. Da linear unabhingig:

=>/l,—/.l,=0v1:/l,=ﬂl

Andere Richtung:
V/ll-vi =0= ZOV,’

Eindeutigkeit der Koeffizienten wird vorausgesetzt, daher: = A; = 0Vi O

Definition 5.3. {v;i};; heiBt Erzeugendensystem von V, wenn < {v;},c; >= V (Jeder Vektor-
raum V ldsst sich durch eine Linearkombination dieser v; darstellen).

Definition 5.4. Ein linear unabhingiges Erzeugendensystem von V heifit Basis von V.

Bsp.: {ey,...,e,} ist eine Basis fiir K", die sogenannte kanonische Basis.
{1,1,12,13,...} ist eine Basis fiir R[7]

17
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Proposition 5.5. {v;}; ist eine Basis.

< {v;} ist ein unverkiirzbares Erzeugendensystem (unverkiirzbares = wenn ich einen Vek-

tor wegnehme, dann existieren Vektoren die ich nicht mehr durch Linearkombination der

Verbleibenden darstellen kann)

< {v;} ist eine unverlingerbare l.u. Menge (unverlingerbar = wenn man einen Vektor dazugibt,
wird die Menge plotzlich linear abhdngig)

Beweis.

e (1) = (2) : {v;} unverkiirzbar: {v;},4;, (zu zeigen: ist kein Erzeugendensystem)

Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der {v;};c;

e (2)=(3):
1.: lineare Unabhingigkeit: > 4,v; = 0
Widerspruchsbeweis:
E|l() . /lio #0
/ltovto = - Z /livi
i#ig
Ai
Vi() = — —V;
i#io Aiy

Widerspruch zur Unverkiirzbarkeit der Menge {v;} ;.
2.: unverldngerbar:

Angenommen: {v;};c; U {v} Lu.

lv = > Av;, da {v;},e; Erzeugendensystem

lv — > 4v; = 0, Widerspruch zu {v;},; U {v} lL.u.

e 3)=():
Zu zeigen: {v;}i; sind ein Erzeugendensystem. Sei v € V. {v;} unverldngerbar =
{vi} U {v} linear abhingig.
3> Av; + Av = 0, nicht alle der Koeffizienten 1,4 = 0. = 1 # 0

Av = —Z/livi
Vv = —Z%V,'

= ist ein Erzeugendensystem, da man einen beliebigen Vektor v als Linearkombination
darstellen kann.
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Sei V endlich erzeugt (= es existiert ein Erzeugendensystem, das endlich viele Vektoren hat).
Wir wollen zeigen, dass je zwei Basen fiir V die gleiche Anzahl von Elementen besitzen. Dazu
benutzen wir das Austauschverfahren von Steintz.

Lemma 5.6. Austauschlemma: Sei {vi,...,v,} eine Basis von V, w € V, w = > A4v;. Ist
A; # 0 dann ist die Menge {vi,...,v;_1,W,Vji1,...,v,} wieder eine Basis.
Beweis.

1. lineare Unabhingigkeit:
OBdA diirfen wir annehmen, dass j = 1.

uw + Z uivi =0
iz2

r

Z/J/L'Vi + ilflivi =0

i=1 i=2
(ud)vi + (uds + w2)v)2 + -+ + (ud, + p,)v, = 0
v, o,y u = pd; =0
Dad; #0, muss u =0

o+ =0= 1 =0

2. Erzeugendensystem:
SeiveV.

Hz,uivi =V

Hivy + Z,uivi =V
i—2

’
w = /l]V] + Z/l,-v,-
i=2

/l]V] =W — Z/livi

i=2

1 A
Vi=—W— —V;
z i=2 A
1 A;
—wW—= D> —V)+ ) Avi=v
Hi (/l1 £ 1 ) ;

Wir haben eine Linearkombination, in der v; nicht mehr vorkommt, sodass wir jeden
Vektor als Linearkombination der anderen darstellen konnen.
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5.1 Austauschsatz

Austauschsatz: Jede linear unabhédngige Menge lésst sich in einer Basis einbauen, nachdem
geeignete Basisvektoren aus der Basis entfernt wurden.

Genauer: Sei {vi,...,v,} eine Basis fiir V, {wy,...,w,} eine linear unabhingige Menge.
Dann gilt:

l.n<r

2. Figyineeesln 2 VI e Vi1 Wa Vi 15 Vig— 1s W2y Vig 1y « « =5 Viy—1> Wns Wi 415 - - -, Vy } ISt €iN€

Basis. OBdA i1 =1,i,=2,...,i,=n

Beweis. Induktion nach n:
n = 1: Austauschlemma.
n = 2: Induktionsannahme:

l.n—-1<r

2. {Wi, ..., Wy_1,Vp,...,V,} ist eine Basis
Angenommen n — 1 = r = {wy,...,w, |} Basis, also eine unverlingerbare linear un-
abhiéngige Menge.
Widerspruch zu {w, ..., w,_,w,} eine linear unabhingige Menge ist.

=sn—g<r=n=Mn-1)+1<r
Zu zeigen: {wi,..., Wy, Vyyi1,...,V,} ist eine Basis.
Wy =AW+ -+ A, Wy + AV + -+ A0,

Wiren 4, = 4,1 =---=4,=0,dann A;w; + - - - + A, w, 1 —w,, = 0.
Widerspruch zu {wy, ..., w,} linear unabhéngig

=dj=2n:4;#0

Wende das Austauschlemma auf v; <> w, an. = {wi,...,Wy_1, Vs Vi1, Wi, Vit s - - -, Vy }
Basis. O

Korrolar 5.7. Je zwei Basen von V (endlich erzeugt) haben gleich viele Elemente.

Beweis. Seien {vi,...,v,},{wi,...,w,} Basen fiir V.
Austauschsatz = n < r,r < n.
=n=r
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6 Lineare Algebra 1 vom 23.10.2008

6.1 Die Dimension eines Vektorraums

Korrolar 6.1. Hat V eine endliche Basis, dann ist jede Basis von V endlich.
Korrolar 6.2. Sei V endlich erzeugt. Je zwei Basen haben gleich viele Elemente.

Definition 6.3. Sei V ein K-Vektorraum.
dimg V = oo, wenn V keine endliche Basis besitzt

dimg V := r, wenn V eine Basis mit » Elementen hat.
(Konvention: V = {0} = Basis = ¢%.)

Beispiele: K": Basis {e, ..., ¢,} (kanonische Basis) = dim(K") = n
V = R[t]: Basis {1,1,%,..} = dim(R[f]) = o0

dimg(C") = n. wenn wir nur R betrachten: dimg(C") = 2n, da Basis: {e, ie, e, i€, ..., €,, ie,}
z.B.n = 2, Vektor (3 + 5i,2 + 18i) = 3e; + Sie; + 3es + 2e; + 18ie; = 3(1,0) + 5(i,0) +
2(0,1) + 18(0, 1)
dZ

Vz{y:RHR|d—g+y=0}
Basis: {sinz,cost}
Lu.: Asint + pcost = OVt
Setze t = 0, dann u = 0.
Setze t = 5,dann 1 =0
=dimgV =2

6.1.1 Basiserganzungssatz

Zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis hat:

Sei V endlich erzeugt. Jede linear unabhingige Menge in V kann zu einer Basis erginzt
werden. Zu einer gegebenen Menge Vektoren {vi,...,v,} kann eine Menge ergéinzt werden,
sodass {v1, ..., v,, wi, ..., w; } eine Basis ist.

Beweis. Sei {wi,...,w;} ein Erzeugendensystem.

Aus {wy, ..., w;} kann eine Basis ausgewihlt werden:

Ist {wy,...,w;} eine Basis? Wenn ja, sind wir fertig. Wenn nein, muss die Menge linear
abhingig sein. Folglich 3w; : w; = >, ;Aw; (dieser Vektor ldsst sich als Linearkombination
der anderen Vektoren dargestellen). Somit kann ich diesen Vektor weglassen, und die Menge
ist immer noch ein Erzeugendensystem. Wir lassen also w; weg:

{wi, ..., W}, ..., w;} Wieder die Frage, ob das eine Basis ist? Selbe Situation wie oben.
Entweder sind wir irgendwann fertig, oder die Menge enthélt nur noch genau ein Element:
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{w}. Die Frage ist nun, ob das letzte Element O ist oder nicht. Wenn w # 0 ist, dann ist {w}
eine Basis und wir sind fertig. Wenn w = 0, dann ist der Nullvektor ein Erzeugendenvektor
fiir den Vektorraum, somit besteht V nur aus dem Nullvektor (V = {0}, dann hat er die Basis

). O

Erginzungseigenschaft: < Austauschsatz (Im Prinzip den Algorithmus von eben genau an-
dersrum ausgefiihrt, also mit v anfangen und es dann erginzen).

Definition 6.4. Matrix:

ayp dp -t A4y

az; dxp -+ Ay
A fr—

am A2 ... Amn

a;j € K Korper.
A ist eine m x n-Matrix (m = Anzahl Zeilen, n = Anzahl Spalten)

Notation:
a;, = ( apg ap ... Qp ) € K" heift i-ter Zeilenvektor der Matrix A
alj
; @ 1. . )
a = . ist der j-te Spaltenvektor der Matrix A.
an.,-

6.1.2 Bestimmung von Basen: GauBsches Eliminationsverfahren

Fragestellung: Sei {vi, ..., s} < K". Wie bestimmt man eine Basis fiir den Untervektorraum
Wiyeeesmi)?

Definition 6.5. Der Zeilenraum, ZR(A), einer Matrix A ist {a;, as, ..., a,) < K". Mita; = v;
gilt (v, ..., vy = ZR(A)

Plan zur Bestimmung einer Basis fiir den Zeilenraum der Matrix:
1. Elementaroperationen auf den Zeilen
2. Diese Elementaroperationen verdndern den ZR(A) nicht.

3. Durch diese Elementaroperationen ldsst sich A auf die ”Zeilenstufenform” bringen:

£0 2 ...
0 #0 2 .-
0 0 #0 ?
0 0 0
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4. Ablesen der Basis, die durch die Zeilenstufenform gegeben ist

Implementierung des Plans:
1.) Elementaroperationen:

[

I | o |= | Aa; |(man multipliziert die i-te Zeile mit einem A # 0(1 € K)

\

II : =

a; a; a; a; — (ai — Clj) a;

a; —a; a;—a; a;—a; (a; —a;) + a;

2.) ZR(A) bleibt unveriandert: Operation I: V = uyay +p2ar+ - - -+ p, = piay +. .. 5(Aa;) +
s UG
Operation IT: = pyay + -+ - + pi{a; +a;) + - + —(W; — pi)a; + -+ + tpan

3.) Zeilenstufenform:
Beispiel: Finde eine Basis fiir (1,3, 5, -2), (3, -2,-7,5),(2,1,0,1)) = R*

1 3 5 =2
3 -2 -7 5
2 1 0 1

Wir miissen also die letzten beiden Zeilen in der ersten Stelle auf O kriegen:
Erste Zeile mit 3 multiplizieren = ( 39 15 -6 ), das von der zweiten Zeile abziehen.
Zweite Zeile mit 2 multiplizieren, das von der dritten Zeile abziehen.

1 3 5 2\, (13 1 35
0 —11 -22 11 |=]1012 -1 |=Z1012 -1
0 -5 —10 5 0 1 000

= im Zeilenstufenform

4.) Basis ablesen: Zeilen nehmen, die verschieden von 0 sind. = Basis = {(1,3,5,—2),(0,1,2,—1)} =
dim = 2
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6.2 Die Summe von Vektorraumen
W,W' < V VR.
Definition 6.7. W+W' = {v e V|v = w+w',w € W,w' € W'} ist wieder ein Untervektorraum.

Alternativ: W + W' = (W u W)
Dimensionsformel: dim(W + W) = dim(W) + dim(W') — dim(W ~ W’)

Beispiel 1
V=RLW={1,0))W ={0,1)
W+ W =R
Einsetzen:
2=14+1-0
Beispiel 2

V=RLW = {(1,1)), W ={(2,2))
W+W=W=W.undWnW=W=W

Einsetzen:
I=1+1-1
Beispiel 3
V=R
W ist eine Gerade durch den Ursprung, W’ eine Ebene.
W+ W =R
3=14+2-0
Beispiel 4
V=R

W ist eine Ebene, W’ ist eine orthogonale Ebene. Der Durchschnitt ist somit eine Gerade mit
dim =1

W+ W =R

3=2+2-1
Definition 6.8. Direkte Summe: V = W + W/ (W, W’ < VUVR) und W n W’ = {0}

V=woWwW
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7 Lineare Algebra 1 vom 28.10.2008

7.1 Beweis der Summenformel

V K-Vektorraum, W, W' < V Untervektorraum

dim(W + W') = dim W + dim W’ — dim(W ~ W')

Beweis. Sei{vy,...,v,} eine Basis fir WnW’. Wir erweitern aufgrund des Basisergidnzungssatzes:
Sei {vi,...,Vp, wi,..., wi} eine Basis von W, {vi,..., v, w},...,w)} eine Basis von W’
Behauptung: {vi,..., vy, wi,..., Wi, W), ..., w} ist eine Basis fir W + W'

Daraus folgt die Formel sofort:
dim(W+ W) =n+k+1

dim W+ dim W —dim(W W) = (n+k)+ (n+1) —n

Wir weisen die Behauptung nach:
Zu zeigen: Erzeugendensystem: ve W+ W'. v =w+w',we W,w' € W (Def. Summe von
zwei Vektorraumen)

V= (Z Aivi + Z/Jiwi) + (Z i + Z#fo)

Zu zeigen: Lineare Unabhingigkeit:

Z/livi‘i‘Zﬂjo‘i‘Z,U:nW;n =0

wew
o 1
w= - MW
—_———
ew’

=weWnWwW
= w zz/l;v,-
= Z/L‘V,‘ +Z,u.,-wj

Da die Koeffizienten eindeutig bestimmt sind, wir aber zwei Darstellungen haben, miissen die
Koeflizienten jeweils gleich sein. Da aber in der ersten Darstellung gar keine u; vorkommen,
folgt u; = OVjund A} = A;Vi

w = Z/Iivi = —Z,ufnw,'n

= 1, = OVi, i, = OVm

Selbes Spiel wie eben:
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7.2 Direkte Summe

W @ W' nennt man die direkte Summe (W n W’ = {0}).
Es gilt also: dim(W @& W) = dim W + dim W'

Charakterisierung:

Proposition 7.1.
V=WoWoWWweVIiweWnweW v=w+w

Beweis. ”=") Existenz ist klar, es geht um die Eindeutigkeit: w + w' = v = wy + wj mit
w,wo € W,w',wy e W
w—wy=wy—weWnWwW =0
— ~—
ew ew’
/ /
w = wo,w = w

7<) Zeigen, dass die Summe direkt ist, also W W’ = 0. Sei v € W n W’ (v kann verstanden
werden als Vektor in W oder in W)

v= v + 0 = 0 + v
M~ Y~ Y~ Y~
ew ew’ ew ew’
=v=0
Ist {wi, ..., wy} eine Basis fiir Wund {w/, ..., w]} eine Basis fiir W', dann {wy, ..., wi,w],..., w}

eine Basis fir W @ W’
Basiserginzungssatze = Sei W < V ein Untervektorraum. Dann IW’ S V (W' nicht ein-

deutig) sodass V=W @ W’
Wihle eine Basis von {wy, ..., w} fiir W, erginze zu einer Basis {wy,...,wi,w|,...,w}} fiir
V.SetzeW’:z(w’l,...,w;>=>V=W@W’ O

7.3 Lineare Abbildungen

Definition 7.2. Sei F : V — W eine Abbildung zwischen K-Vektorrdumen V, W.
F ist linear, wenn Yv,w € VVA,u € K gilt:

F(Av + uw) = AF(v) + uF(w)

Bemerkung 7.3.
u=0:F(lv) = AF(v)

A=u=1:Fv+w)=F(Q)+ F(w)
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Beispiele:
F:R—->R

F(x) =2x
F(Av + pw) = 2(Av + puw)
AF(v) + puF(w) = A(wv) + u(2w)

= F ist linear.

F:R—R
F(x) = x*
g=FB3)=F(3-1)#3-F(1)=3-1=3

= F ist nicht linear.

F:R—R
Fx)=x+1
F0O)=0+1=1
F(0-0)#0-F(0)=0

= F ist nicht linear.

K Korper. Sei A = (a;;) eine m x n-Matrix iiber K.
Def: F : K" — K™

F(xp,...,X,) = (Zaljijaijj"'"Zamj‘xj) € K"
J J J
= F ist linear.

7.3.1 Eigenschaften linearer Abbildungen

F:V->W
F(v) := 0 ist immer linear.

F:V->V
F(v) := v (Identitétsabbildung) ist linear.
Allgemein:

F:V—->W

e F(0):=F(0-0) =0-F(0) = 0 wenn das nicht so ist, kann es keine lineare Abbildung
sein.
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e {v;}; = V. Angenommen {F(v;)} L.u. = {v;} Lu.
QO awi =0=F(> Aw;) = F(0) =0
D AF(v) =0

Dadie F(v;) Lu. = 4, =0
d.h., wenn die Bilder einer Abbildung linear unabhingig sind, waren auch die Urbilder
linear unabhiéngig.

e {v;}la = {F(v;)}la.

(vi= D j#idyv; = F(v) = FO) | j#idyv;) = > j # idiF(v))

e Warnung: Wenn {v;} Lu., dann ist {F(v;)} nicht unbedingt l.u.
Gegenbeispiel:
F:R—>R,F(v) =0%¥

{1}
Lu., aber {F(1)} = {0} La.

oV =y V = F(V') istein UVR von W. Klappt nur, wenn F linear ist.

oW c W=FI1W) cV
UVR UVR

Satz zur Konstruktion linearer Abbildungen: Seien V, W K-Vektorrdume, {v;} eine Basis fiir
V, {w;} © W Teilmenge, dann gilt:

1. 3!lineare Abbildung F : V. — W mit F(v;) = w;Vi
2. F(v) = (fwy < W

3. Fistinjektiv < {w;} linear unabhéngig

4. F ist surjektiv < {w;} Erzeugendensystem fiir W

Beweis.

veV=>3!/l,-:v=Z/liv,-

F(v) = F()_ Aw) = DIAF() =) dwi

= Def.: F(v) = >, 4w; = F ist linear.
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7.4 Homomorphismus etc. 7 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 28.10.2008

2. ”Denken Sie da einfach nochmal driiber nach, das ist klar.” Da ({w;}) ein Erzeugenden-
system bildet, steht da F(v) = W (Def. Surjektivitit)

3. =)
D Aw; =0 = F(0)
= > AF(v;) = F() Aw)

Wegen der Injektivitit schlieBt man: = > A,v; = 0 = A; = OV
”¢”

F(v) = F(w)

V—w = Z/livl-
F(v—w) =F Aw) = Y 4F(v;) = Y dw
Flv—w)=F()—F(w)=0

Da {w;} linear unabhingig = A; = OVi = v —w = 0 = v = w, also ist die Abbildung
injektiv.

4. Wird von 2. impliziert.

7.4 Homomorphismus etc.

Definition 7.4.
homg (V, W)

Eine lineare Abbildung F hei3t auch Homomorphismus. F muss linear sein.
F injektiv: & F Monomorphismus

F surjektiv: < F Epimorphismus

F bijektiv: < F Isomorphismus

F : V - V < F Endomorphismus

F : V — V und bijektiv, & F Automorphismus
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8 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 30.10.2008

8 Lineare Algebra 1 vom 30.10.2008
hom,(V, W) := {F - V — WI/F linear}
homy (V, W) ist selbst ein K-Vektorraum.
F,G € hom(V, W) : (F + G)(v) := F(v) + G(»)
= F+ G :V — Wistlinear
AeK:(1-F):=F(v)-A= AF linear

Spezialfall:
V* = hom,(V, K) ist der duale Vektorraum.

Sei F : V — W linear.

Definition 8.1. Der Kern von F ist ker(F) := {v e V|F(v) = 0} = F~(0)
ker(F) c Vistein UVR:
1. Oeker(F),daF(0) =0

2. Abgeschlossen unter +,da F(v) =0, F(w) =0= F(v+w) = F(v)+ F(w) =040 =

lin.

0= v+weker(F)

3. Fv) = 0= F(Av) = AF(v) = 10 = 0 = Av € ker(F)

lin.

Definition 8.2. Das Bild von F : Im(F) := F(V) =4 w

Proposition 8.3. F injektiv < ker(F) =0

Beweis.
»=") Sei v € ker(F), d.h. F(v) =0 = F(0). F injektiv = v = 0
7<) F(v) = F(w), zu zeigen: v = w

Fv—w)=FQW)—Fw)=0=v—weker(F)=0=v—-w=0sv=w

lin.

8.1 Dimensionsformel

F: V5 W(dim(V) < o) (in Zukunft sind die Abbildungen immer linear, auch wenn nicht

extra erwihnt)
dim(V) = dim(Im(F)) + dim(ker(F))
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8.2 Lineare Abbildungen und Matrizen 8 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 30.10.2008

Beweis. Sei {wy,...,w,} eine Basis fiir Im(F).

Wihle {vi,...,v,} € Vmit F(v;) = w;¥i

Sei {v|,...,v,} eine Basis fiir ker(F)

Behauptung: {v,...,v,, v’l, e v;(} ist eine Basis fiir V. Erzeugendensystem: v € V. F(v) =
>, 4w, da F(v) € Im(F)

Flv=>4v))=Fv) = FQ A4v;) = F(v) = Y 4,F(v;) = 0 (da F(v;) = w;)

=V — Z/ll-v,- € ker(F)

=>v—2/l,~vi = Z/l;vg

d.h., wir haben v dargestellt als Linearkombination, d.h. es ist ein Erzeugendensystem.
Linear unabhingig: > 4;v; + >, AV, =0

F( Z/l,-v,- + Z/lfvf ) =0
— —
Z/liwi:F(V,‘) Z/l[/-F(V:-)=O
:>Z/l,-w,~ =0 :>/l,' = 0Vi
:>Z/l§v§ =0= 2 =0Vi
|
Korrolar 8.4. Sei F : V — V ein Endomorphismus, dim(V) < co. Dann gilt: F surjektiv <
F injektiv.
Proof. F surjektiv < Im(F) = V < dim(Im(F)) = dim(V)
dim(V) = dim(V) + dim(ker(F)) < dim(ker(F)) = 0 < ker(F) =0

Wegen der letzten Proposition wissen wir, dass F injektiv ist, da der Kern O ist. O

8.2 Lineare Abbildungen und Matrizen
(Hier ist immer dim < o0)

Sei F : V — W eine lineare Abbildung.
Wiihle eine Basis & = {vi,...,v,} fir V
Wihle eine Basis # = {wy, ..., w,} fir W

F(Vj) = Zaijw,-
W—J i=1
ew
fiir eindeutig bestimmte Koeffizienten a;;

Definition 8.5. Die Matrixdarstellung von F beziiglich der Basen .7 und 4 ist:
M.y 5(F) = (a;)

Wir erhalten eine m x n-Matrix
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8.2 Lineare Abbildungen und Matrizen 8 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 30.10.2008

Beispiel 1:
F:R* >R

F(x,y) = (2x — 3y, x4+ y,5x + 8y)
Man muss angeben, welche Basis man verwendet (in diesem Fall die kanonischen Basen):

o = {e,er}, B = {er, e, 3}

F(e)) = F(1,0) = (2,1,5) = 2¢; + ley + Se3
F(e;) = F(0,1) = (-3,1,8)

2 -3
MyxF)=| 1 1
5 8
Beispiel 2: Sei A eine m x n-Matrix
F:K"— K"

n
F(xi,...,x,) = (Z aljxj,Zazjxj, ... ,Zanjxj)
=1

ist eine lineare Abbildung

= MLQ{,,%(F) = A

Beispiel 3: V := { Polynome p mit reellen Koeffizienten | deg(p) < 3}
F:V->V

F(p) = p' (1. Ableitung). linear.

My .5(F) =?
o =% ={1,t,1*,},dim(V) = 4 = n = m = 4 x 4 — Matrix

F(1) =0
F(t) = 1+ 0t + 0 + 07
F(t*) =2t
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8.2 Lineare Abbildungen und Matrizen 8 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 30.10.2008

F(r) = 3¢
0100
00 20
MHO=100 0 3
00 00O

hom, (V, W)

FFG: V — W linear

—— ——

o B

M(F) = (a;;)

M(G) = (b))

M_Qy,gg(F + G) . (F + G)(VJ) = F(Vj) + G(Vj) = Zaijwi + Zbljwi = Z (a,-j + b,-j)wi

i

= My 5(F + G) = (cij), cij = a;j + by;
Definition 8.6. A = (a;;), B = (b;;). Addition zweier Matrizen:
A+ B = (a;j + b;j)
Definition 8.7. Skalarmultiplikation auf Matrizen:

M(E/ll)?) (AF)(v) = A Jaywi = Y (Aay)w;

A-A = (/la,'j)

o B %
G = F ist linear
A ={vi, ..., V)
B ={wi,...,Wp}
C = {uy,...,u}

Aufgabe: Bestimme M., »(G - F)
(Mo .%(F), M54 (G) bekannt
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8.3 Matrizenmultiplikation 8 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 30.10.2008

(GoF)(v;) = G(Z a;jw;) = ZaijG(Wi) = Zaijzbkiuk = Z(Z a; b ) u
i i i k k i
M(G o F) = (cj),cij = ), aijbu
k=j=1:cn :Zailbli
8.3 Matrizenmultiplikation

B-A= (ij)

Die Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ:
a b I 0y (a0
c d 00/ \cO
1 0 a b\ (ab
00 cd) \00O0
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9 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 04.11.2008

9 Lineare Algebra 1 vom 04.11.2008

Matrixmultiplikation: Nullteiler: z.B.:
o1y /1 0)_ (00
00 00) \0O
A= (aij)mxn ~w A = (aji)nxm
2 3
= (53)

1
'A=1 2
3

Transponierte Matrix:

Beispiel:

AN L B~

R

Rechenregeln:
'‘A+B)='A+'B

"(1A) = 1A
"'A)=A
'(AB) ='B'A
Einheitsmatrix (n x n):

I, =

S O =
S = O
- O O

Sie ist das neutrale Element der Multiplikation: A -1, =1,-A = A
Distributivgesetze gelten bei der Matrixmultiplikation:
A-(B+C)=A-B+A-C

(A+B)-C=A-C+B-C

Assoziativgesetz gilt:
(A-B)-C=A-(B-C)
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9.1 Rang einer linearen Abbildung 9 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 04.11.2008

9.1 Rang einer linearen Abbildung
F :V — W linear
dimV = dimIm(F) + dimker(F)

Definition 9.1.
Rang(F) = Rg(F) := dimIm(F)

dim V = Rg(F) + dimker(F)
Eigenschaften des Rangs:
e Rg(F) <dimV,dimW
e Rg(F) = dimV < Finj.

Praktische Bestimmung des Rangs:
Sei A = (a;;) eine m x n-Matrix.

Definition 9.2. ,
Spaltenraum (SR)(A) = {{a’})

Spaltenrang(A) := dim SR(A)
Proposition 9.3. Rg(F) = Spaltenrang(M(F)) (M(F) ist die Matrixdarstellung von F)
Beweis. Rg(F) = dimIm(F) = dim{{F(v;)})
o = {vi,...,v,} eine Basis fiir V, = dim{{D}, ajw;}) B = {w, ..., wn}, (My.2(F) = (a;;)),
= dim{a’) O
Rg(F) = SpRg(M(F)) = Zeilenrang('M(F))

Rang einer Abbildung bestimmen: Als Matrix darstellen und Zeilenrang bestimmen (durch
elementare Zeilenoperationen, GauB3-Elimination).
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9.2 Isomorphismen & invertierbare Matrizen9 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 04.11.2008

9.2 Isomorphismen & invertierbare Matrizen
F : V — W ist ein Isomorphismus, wenn F linear und bijektiv ist.
= JUmkehrabbildungF~' : W — V ist wieder linear

dimV < o, dimW < o

Definition 9.4. Eine quadratische n x n-Matrix (nicht-quadratische Matrizen sind nie invertier-
bar, weil man nie einen Isomorphismus zwischen verschiedenen Definitionen haben kann,
denn ansonsten wire die Abbildung entweder nicht surjektiv oder nicht injektiv) heif3t in-
vertierbar, wenn eine eine n x n-Matrix A’ existiert mit A - A’ = A’ - A = I,, (Einheitsmatrix)
Ist A nicht invertierbar, dann nennen wir A eine singuldre Matrix (die Nullmatrix ist z.B. nicht
invertierbar).

Proposition 9.5. F : V — W lin.

F isomorph < M(F) invertierbar

Beweis. 7=7)3IF~ Wi v

Nachrechnen:
A-A=MF) MF"Y=MF-F')Y=M(@Gd) =1,

A’ - A = [, analog g
”«<") Definiere F~! durch A’.

Ist A invertierbar, dann heiBt A’ inverse Matrix zu A. A~ := A’

Korrolar 9.6. Sei A eine n x n-Matrix. Es gilt:
A ist invertierbar < Spaltenrang(A) = n < Zeilenrang(A) = n

Beweis. Ainv < 'Ainv ;

A . (tA)flt(A/) _ t(AI_A) _ (In)t _ In
~—

Zeilenrang(A) = Spaltenrang(‘A) = n

Definition 9.7. Die “general linear group”:

GL,(Korper K) := {A n x n Matrix iiber K|A invertierbar}
——

ist eine Gruppe beziiglich der Matrixmultiplikation, das neutrale Element ist die 7, die Ein-
heitsmatrix
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9.2 Isomorphismen & invertierbare Matrizen9 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 04.11.2008

9.2.1 Praktische Bestimmung der inversen Matrix

Versuche die Matrix (A|l,) durch Gauss-Elimination (elementare Zeilenumformungen) auf
die Form (I,|B) zu bringen. Wenn das gelingt, dann ist A invertierbar und B = A™".

Beispiel:
1 0 2 1 0 2 1 00 1 0 1 00
A={2 -13]={2 13010 ]|=[0 -1 -1]]-210
4 1 8 4 1 8 0 01 0 1 —4 0 1
1 0 2 1 00 1 0 —11 2 2
~ (o -1 -1 |]210]=]0 -1 0] 40 -1
0 0 —1 -6 1 1 0 —1 —6 1
1 00 —11 2 2
~lo10](] 4 o 1
001 6 —1 —1
—11 2 2
= Ainvertierbar, A~! = -4 0 1
6 —1 -1

Uberpriifen viaA - A~ = I

Fall n = 2:

a b
= (e0)

a b _ d —b\ ( ad—bc 0

c d —c a ] 0 ad— bc

(a b)l 1 ( d —b)
= — .

c d ad — be —c a

Sofern (ad — bc # 0), d.h. nur dann ist A invertierbar (bei 2 x 2). Diese Zahl nennt man auch

die Determinante, jede Matrix hat eine.
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9.3 Basiswechsel (Transformationsformel) 9 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 04.11.2008

9.3 Basiswechsel (Transformationsformel)

Definition 9.8. Ein Diagramm von Abbildungen
A

g

C

Sei o = {vy,...,v,} eine Basis fiir V. Def. lineare Abbildung

f
——= B

8

— D

8
heiBt kommutativ, wenn gf = g’ f’

by K" SV
(= ist das Symbol fiir Isomorphismus)

Gor (A1 ) =D A,

¢yinj : Z/L-vi =0 E} A; = 0Vi
Sei &' = V eine 2. Basis fiir V.

T:K'"SK'\T=¢) ¢

F:vi W, seien A, %' Basen fir W

K" Mo 8(F) . g
\‘Pszig ¢ng/
T (komm.) \% 41:» W S (komm.)
/#;/E ¢@V/&
K M g1 g0 (F) K

S:=¢, =bz= My u(F)=SMyz(F)T"

(Transformationsformel)
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10 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 06.11.2008

10 Lineare Algebra 1 vom 06.11.2008

Proposition 10.1. Sei A eine m x n-Matrix. Es gilt:
Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A)
F:V — W linear
Rg(F) = SpRg(M(F))

Beweis. Wir fassen A als lineare Abbildung F =A: K" — K" auf
S~—— S~——

v W
Sei {wy, ..., w,} eine Basis fiir im(F).
Ergénze zu einer Basis & = {wy, ..., W, W11, ..., Wy, } fiir W
Sei @ = {vi,...,v,,V},..., v} eine Basis fiir V mit F(v;) = w;, {v},...,v,} ist eine Basis fiir
ker(F).

I, 0
= Zeilenrang(M(F)) = r = Spaltenrang(M(F))

F = A: Rg(A) = Spaltenrang(M(F)) = r
—
SpRg(4)

F=A": Rg(A") = Spaltenrang(M(F)")

SpRg(A")=ZRg(A)

= Spaltenrang(A) = r = Zeilrang(A)

10.1 Lineare Gleichungssysteme
10.1.1 Homogene Systeme
Folgendes System nennen wir ():

anx; +apxy +---+apux, =0

ar Xy + anxy + -+ ayx, =0

A X1 + aypxo + -+ 4+ appx, = 0

Ein homogenes lineares Gleichungssystem besteht aus m Gleichungen mit n Unbekannten
X1y eees Xpo
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10.1 Lineare Gleichungssysteme 10 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 06.11.2008

X1

Aufgabe: Finde alle x = x:2 , sodass (=) erfiillt ist ("Losungen”).
X,

Wir setzen A = (@) mxn. A : K" — K".

() erfiillt fiir x & A - x = 0 < x € ker(A)

Definition 10.2. Losungsraum von (*):

L := {x]|(») gilt fiir x} = ker(A) & K

dim(K") = Rg(A) + dim(ker(A))
= dim(L) = n — Rg(A)

Lemma 10.3. Die Anwendung von elementaren Zeilenumformungen

a; a;, + a;
11 = :
aj aj
;_\/__J
A A

dandert den Losungsraum nicht

Beweis. x € L(A") fiir Typl
1
A x=0dax=0= /—1(/laix) =0=ax=0=Ax=0= x€e L(A)

x € L(A") fiir TyplI
(a+a)x=0=ax+ax=0=ax=ax=0=xeL(A)
(und umgekehrt) O

= Wir diirfen den Losungsraum mithilfe von GauB3-Elimination bestimmen.
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10.1 Lineare Gleichungssysteme 10 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 06.11.2008

Beispiel: Folgendes Gleichungssystem nennen wir (*):

X1 +2x—x3 = 0
Xy +x3 = 0
2x1+3x—3x3 = 0
1 2 —1 1 —1 1 2 -1 1 0 -3
A= 01 1 |=1 0 1 1 |=1 0 1 1 |=1 01 1 | =4
2 3 -3 0 -1 -1 00 O 00 O
—_——
Rg(A)=2
X1 . _
L(A)ZL(AI)Z X, X1 3X3—O Z{X X1 3X3 }:
X2+ x3=0 Xy = —X3
X3
3)63
—x3 ||lxeRpy=<x| -1 ||[x3eRp={| -1 DR
X3

dim(L(A)) =1=3—-2=n—Rg(A)
10.1.2 Inhomogene lineare Gleichungssysteme
ayxy + -+ apx, = by
A X1 + -+ AynX, = by,

b,

(kann # 0 sein)

Aufgabe: Bestimme alle x mit Ax = b

Definition 10.4. Losungsraum L(b) := {x|Ax = b}
Sei xg € L(b) (= wir haben schon eine Losung erhalten). Sei v € L(b) = Axy = b = Av
= A(v—xp) = 0 = v—x € ker(A) = L(0)(Losungsraum des zugehorigen homogenen Systems)

v=1xy+ (v—1x0) = L(b) = xo + L(0)
——

L(0)
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10.2 Permutationen 10 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 06.11.2008

Bemerkung 10.5. L(b) fiir b # 0 ist kein UVR! (da 0 # L(b))

Definition 10.6. Ein affiner Unterraum X eines Vektorraums V ist vonder Form X = v+ W
firve VW UgR \%

Beispiel: L(b) ist ein affiner Unterraum.

Bemerkung 10.7. Ein inhomogenes Gleichungssystem muss nicht unbedingt eine Losung be-
sitzen:

0 x= 1
—— —
A b

10.1.3 Bestimmung einer bestimmten inhomogenen Lésung

Beispiel:
X +2x%—x3 = 5
X +x3 = 2
2X1 + 3X2 - 3X3 = 8

Man bildet die erweiterte Koeffizientenmatrix:

1 2 -1 1 2 —-1] 5 | —-115 1 0 -3]|1
0 1 112 |=10 1 1| 2 |=1]01 112 |=101 12
2 3 — 0 -1 —-1|-2 00 0]0 00 0]0

Sofern eine Zeile 0 0 0 (# 0) existiert hat das Gleichungssystem keine Losung.

5 x=3x3+1 1+2x;3-3 1
Lb)=L| 2 |=<x|x=—x3+2 p =< xbeliebig| 2+ x3-(—1) =] 2 |+x;
8 x3beliebig 0+ x3 0

Bemerkung 10.8.  [. (x) ist [osbar fiir jedes b < A : K" — K" ist surjektiv <> Rg(A) = m
2. Eindeutigkeit der Losung: < L(0) = 0 < A injektiv < Rg(A) =n
——’

ker(A)

10.2 Permutationen
Permutationen: {1, ...,n}

Definition 10.9. Eine Permutation von n Elementen ist eine Bijektion o : {1, ...,n} — {1,...,n}
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10.2 Permutationen 10 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 06.11.2008

Notation:

Beispiel:

Definition 10.10.
S, := {Permutationen o auf {1, ...,n}}

S, ist eine Gruppe beziiglich o (Komposition).

.....

S, ist nicht abelsch fiir jedes n.
Moglichkeiten fiir Permutationen:

1 2 3 4 5 . N
n n—1 n-2 n-3 n—4 .. 1

Kardinalitit S, =n-(n—1)-(n—2) - ...- 1 = n!
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11 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 11.11.2008

11 Lineare Algebra 1 vom 11.11.2008

11.1 Das Vorzeichen (Signum) einer Permutation

Definition 11.1. 7 € S, heiBt Transposition, wenn 7 genau zwei Elemente vertauscht und alle
anderen fest lésst.

Das Inverse einer Transposition ist sie selbst:

Beispiel:
(1234
™11 432

Jede Permutation o € §, lasst sich als Produkt von Transpositionen schreiben:

|1 23 _ risteine T .
10 = 1 2 4 = 1318t elne Iransposition

= 0 = T1T7T3

11.1.1 Sighum
Sei o = 771, ... 74 dargestellt als Produkt von Transpositionen.

Definition 11.2. Das Signum (Vorzeichen), sgn(o) von o ist

sgn(o) = (—1)*

Wir nennen o~ gerade, wenn sgn(o) = +1 (d.h. k gerade)
Wir nennen o ungerade, wenn sgn(o-) = —1 (d.h. k ungerade)

Warum ist sgn(o-) wohldefiniert?
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11.1 Das Vorzeichen (Signum) einer Permuidtiol.INEARE ALGEBRA 1 VOM 11.11.2008

Satz 11.3. Eine Permutation o kann nicht gleichzeitig als Produkt einer geraden und als
Produkt einer ungeraden Anzahl an Transpositionen dargestellt werden.

Beweis. Fiir {i},i,...,i,} = {1,2,...,n) definieren wir

S(its....in) =[] Gj—ix) = 6(i1.....in) £0

1< j<k<n
Wir untersuchen den Effekt einer Transposition 7 auf ¢: 7 vertauscht die Elemente i, i;,c < d

A= | G-

Jj<k,j#c,dk#c,d

M= [] Gc—i)

c<k<d

d—c— 1Faktoren

Dd = H(Zd — lk)

d<k
D, =] [(ic — it)
d<k
6=(i,—ig) A-C.-Cy-M, My D, Dy
Notation:
A= ] &) —rl)
j<knjktcd
Analog 7(C.), 7(C,), . ..
T(A)=A
7(C.) = Cy
7(Cy) = C.
7(D.) = Dy
7(Dy) = D,
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11.2  Determinante 11 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 11.11.2008

T(My) = (—1) M,

T(ic—id) = id—ic = —(ic—id)

7(6) = 1(i. —iy) - 7(A) - 7(C.) - 7(Cy) - T(M.) - (M) - T(D,) - 7(Dy)
= (i, —ig)A-Cqg-Ce- (1) "M; - (~1)"'M.-Dy - D,
= —6(i1y. .., 0pn)

Jetzt zu allgemeinen Permutationen o~ (Widerspruchsbeweis):
Angenommen, o = 77T, ...T,, r gerade und

ot /
O =T|T,...T,, s ungerade

Beispiel:

11.2 Determinante

M,(_ K )= {n x nMatrizen(a;;)|a;; € K} quadr. Matrizen der Ordnung n
Korper

Die Determinante ist eine Funktion von M, (K) % K

Definition 11.4.

Ae M,,(K),det(A) = Z sgn(O') “Ag(1) " Ag(2) * Ao (3) """ * Ao (n)

Tg€eS,

47



11.3 Eigenschaften der Determinante 11 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 11.11.2008

Beispiel:

id T
sgn(id) = +1
sgn(t) = —1

det(A) = sgn(ld) -ap - ax + Sgl’l(T) . alT(]) . azr(z) = dj] - ayxy —Aayp - A

(Diesen Fall sollte man sich merken)

Bemerkung 11.5. Beim Invertieren einer 2 x 2-Matrix:

(c4)

tauchte folgender Faktor auf:

11.3 Eigenschaften der Determinante

Alternierend

Beweis. Summanden sgn(o)dig(i) - - - di(i) - - - ko (k) - - - Ancr(n)
Nach Vertauschen:
sgn(O')a,-cr(i) < Qi (i) « + - Aig(k) « + » Ano(n)
= sgn(O') o Qig(k) - - - Qko(i) - - -
= sgn(O')a,-(T/(,-) <o Qig (i) « + - Akg? (k) + + - Ano (n)

= —sgn(a’)aigf(i) <o lig! (i) « + - ko (k) - - - Ana! (n)

,,_[12... i k ... n
Tl 2 . ok) ... o) ... n
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Multilinearitat

det(| a;+b; |)=det(| a; |)+det(| b |)

det(| Aa; |) =Adet(| a; |)

det(l,) =1

SO O
o .
- o O O

11.3.1 Determinante der transponierten Matrix

Ao A
Al = (aﬁ) A = (a;))

det Z Sgn " Ao(1)140(2)2 - - - Ao (n)n

= Z SgIl ala—l( YA25=1(2) + « + po=1(n) = det(A)
sgn(oc ) =sgn(o):o=1 - o l= =

Die Determinante iindert sich nicht bei der Transposition einer Matrix.

zwei gleiche Zeilen

Hat A zwei gleiche Zeilen, dann ist die det(A) = 0.

Die Zahl muss 0O sein, da sich beim Vertauschen der beiden Zeilen ja das Vorzeichen édndert,
ohne dass sich aber der Inhalt verindert (siche oben, alternierend). Das kann nur stimmen,
wenn die Zahl O ist.

Zeilenaddition
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11.3 Eigenschaften der Determinante 11 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 11.11.2008

Beweis. Multilinearitit

a; +a; a; a;
det( : y=det(| : |+det(| : |
aj aj aj
Letztere ist 0 wegen oben (zwei gleiche Zeilen). O

Nullzeile

Ist eine Zeile von A gleich 0, dann ist det(A) = 0.
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12 Lineare Algebra 1 vom 13.11.2008

12.0.2 Lineare Unabhangigkeit der Zeilen einer Matrix

Proposition 12.1.
A = (@ij)nxn-{aij, . ., an}lin. u. < det(A) # 0

Beweis. ”="){aj,...,a,} ist eine Basis von K".

é; ng,jaj

kanon. Basisvektoren von K"

ey 2 bija; aj,
e . b i - a
| =det(l) =det(| . |) = det( 2 )M SN S bbb det(| )
: : jl ]2 jn :
én 2, b2.aj, — aj,
Zjl-jz ----- Jn
Aio(1) a
= Z bja'(l) - bm,(n) det( ) = Z bla-(l) .. .bna-(n) det( )sgn(O')
eSSy no () geS, a,
by
by
= det(A) > 1 sgn(0)big(1) - - - burny = det(A) det(| " |)
b,
by
= 1 =det(A) -det(| : |)=det(A)#0
b,
aj
ajy
Falls j, = j, fiir k # [, dann ist det( a:. ) = 0 (eine Determinante mit zwei gleichen Zeilen
Jk
aj,

ist immer Q)
<" {ayj,...,a,}la., Zu zeigen: det(A) = 0

= dk : Ay :Z/llal

l#k
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12.1 Charakterisierung der Determinante 12 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 13.11.2008

a
ap
det(A) = det(| ar |) = det( Z#kﬂ’“l = > Ay det(
. I#k
ay
ay

(ay sitzt auch in der [-ten Zeile, somit sind alle diese Determinanten 0)

Folgerung: A ist invertierbar < det(A) # 0
——— —
Rg(A)=n

12.1 Charakterisierung der Determinante

Sei A 1 My (K) — K eine Funktion, die die Eigenschaften (1), (II), (III) hat. Dann ist

A = det
Beweis.
A= (a;),a; = Zaijej
J

Zil G an “ 0]
A(A) = A( ) = Z aijy - - - aij, A( c P = Z aior

Z/n an]n e.]n jl ..... jn ejn ;O—ES_Jn

o(n)=j,
= Z sgn(a)alg(l) Ano(n) = det(A)
g€S,

Anwendung:
Proposition 12.2.

det(A - B) = det(A) - det(B)
Beweis. Fall 1: Rg(A) < noder Rg(B) <n
= Rg(AB) <n
det(AB) =0
da entweder det(A) = 0 oder det(B) = 0, ist tatsdchlich det(AB) = 0

Fall 2: Rg(A) = n = Rg(B) = det(B) # 0
Def: A(A) = det(B)~" - det(AB)

Durch Nachrechnen iiberpriift man, dass A die Eigenschaften (I), (II), (III) besitzt.

obigem Satz = det(A) = A(A) = (det(B)) ! - det(AB)
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12.2  Laplace-Entwicklung 12 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 13.11.2008

Folgerung: Ist A invertierbar, dann gilt:
det(A) - det(A™") = det(A-A™") = det(I) = 1

1
 det(A)

= det(A™)

12.2 Laplace-Entwicklung
A= (aij)nxn

Definition 12.3. e Minore: M;; := (n — 1) x (n — 1)-Matrix erhalten durch Streichen der
i-ten Zeile und j-ten Spalte aus A

e Kofaktoren: A;; == (—1)"/ - det(M;))

Vorzeichen bilden ein ”’Schachbrettmuster”.

+ - + - + -
-+ - + — +
+ - + - + -
2 3 -4
A=10 —4 2
1 -1 5

Ay = +det(( :‘1‘ §)> = -20+2=-18

Ay = —det(( _f _‘5‘ )) = —(15—-4) =11

Ay = +det(( D )) —6-16= 10

Satz 12.4. det(A) = a;; - Ay + an - Ap + -+ - + ai, - Aiy (Entwicklung “nach der i-ten Zeile”)
det(A) = ay; - Ayj + azj - Agj + - - - + ay; - Ayj (Entiwcklung “nach der j-ten Spalte”)

Beweis.
det(A) = Z sgn(o) - A1g(1) - - - Anor(n) =an A +an Ayt +an - A
—_——
v enthélt genau ein Element aus der i-ten Zeile
A%, A%, ... enthalten kein Element aus der i-ten Zeile.

Firi=j=n:

A:n = Z Sgn(o-)altr(l) <o lp_10(n—1)

€S y,0(n)=n
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= Z Sgn(o-)alo'(l) <o lp—lo(n—1)

g€S 1
= (=1)""det(M,,,) = A,

Fiir allgemeine i, j :
Tausche Zeile i zu Zeile n:

(1
Tausche Spalte j zu Spalte n:
(-1
Insgesamt: (—1)"~" - (=1)"~/ = (=1)*"/ = (=1)*/ O
Beispiel: (Fortsetzung)
2 3 —4
det({ 0 —4 2 ))=an-An+ay-An+az-Az =2-(=18)+0-(=11)+1-(-10) = —46
I -1 5

(Man sucht sich moglichst Zeilen mit vielen O drin)

12.3 Invertierbarkeit von Matrizen
Fiir i = k (Diagonale):

det(A) = Z Cl,'j . A,/
Fir i # k:

Zaij-AkJ-:det( Zl )

i
J

—_—
=0

[=(A;) = (Ay))
AT = (det(A)) - I
Inverse Matrix bestimmen ohne Gauf3-Elimination:

1
—TI'=A"
det(A)
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13 Lineare Algebra 1 vom 18.11.2008

Orientierungspriifung: Anmeldung bis zum 19.12.2008, anmeldung online (noch nicht freigeschal-
tet).

13.1 Determinante einer 3 x 3-Matrix - Regel von Sarrus

apy dpp ap | dpn ap
dzy dpp dxz | dzr a4
asz; dsp asz | dzp A3

= det(A) = a11a2a33 1 412023031 + A13021032 — 431022013 — 432023011 — A33021412

Bei den Gegendiagonalen subtrahieren

13.2 Wiederholung

Sei A eine invertierbare n x n-Matrix.

(—l)iJrl det Mij = Aij

1
[i= (A, = A" = T
( J)nxn detA

13.2.1 Anwendung Cramersche Regel zur Losung inhomogener
Gleichungssystem
A - x = b, A ist eine n x n-Matrix, invertierbar

1
detA

=x=A""b= -I'-b

(det(A)) - X; = zj]r,-j b= ;Aﬁb,- - det(da’...a Tba*' ... a")

_det(a'...a"'ba""! .. a")
N det(A)

13.3 Geometrische Interpretation der Determinante

Sei F : R* — R" linear (Endomorphismus), kann man sich als n x n-Matrix vorstellen.

Satz 13.1. Sei A c R” beschrinkt, “verniinftig” (z.B. Jordan-messbar). Dann gilt:

vol(F(A)) = | det(F)| - vol(A)
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13.3 Geometrische Interpretation der DeterdiinabtNEARE ALGEBRA 1 VOM 18.11.2008

Beweisskizze.
Li(xp,..y %) = (Axy, X2, ..., X,), A £ 0
Ly(x1,. ooy xy) = (X1 + X2, X2, ..., Xy)
La(x1y ey Xn) 1= (X1ye ey Xig1s Xis e v s Xp)
(Elementarmatrizen)

Sei € > 0. Uberdecke A durch n-dimensionale Rechtecke R; mit folgenden Eigenschaften:
Z vol(R;) — vol(A) < €
R,‘ﬂA#Q

und
vol(A) — Z vol(R;) < €

R,'CA

det(L,) = A,det(L,) = 1,det(L3) = —1

VOl(Ri) = |Cl] — b1| . |a2 — b2| """ |an — bn|
R,’ = [Cl],b]] X [az,bz] X oo X [an,bn]
VOl(L] (Rl)) = |/lCl] — /lb1| . |612 — b2| """ |an — bn|
= A ay—by|e- la, — by
W_/ . ~ S/
| det(Ly)] vol(R;)

Bei L, und L; dndert sich das Volumen nicht:
vol(L,(R;)) = vol(R;) = | det(L,)| - vol(R;)
vol(L3(R;)) = vol(R;) = | det(L3)| - vol(R;)

k=1,2,3:
| det(Ly)] - Y] vol(R;) = ) vol(Li(R;)) < vol(Ly(A)) < > vol(Li(R:))
RicA RicA RinA+
= > |det(Ly)|- vol(R;) = |det(Ly)| - > vol(R;)
RinA+S RinA+

= Differenz < | det(Ly)| - 2¢
€ beliebig = vol(L,(A)) = | det(L;)| - vol(A)

Jedes lineare F : R" — R” ist ein Produkt von Elementarmatrizen
z.B. Wenn F = [L15L, :
VOI(F(A)) = VOI(L20L3L1 (A)) = | det(Lz) | 'VOl(L3 OL1 (A)) = | det(Lz) | . | det(L3) | 'VOl(Ll (A))

= | det(L,)| - | det(Ls)| - | det(L;)]| - vol(A)
= | det(L,L3L,)| - vol(A) = | det(F)| - vol(A)
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Bemerkung 13.2.
A := Einheitswiirfel aufgespannt von ey, e, ..., e,
vol(A) =1
F(A) ist das Parallelotop, aufgespannt von F(ey), ..., F(e,)

Satz 13.3.
vol(Parallelotop) = | det(F)|

Beispiel anhand eines Parallelogramms:

Flicheninhalt(Parallelogramm) = det(( i’ ; >) =6—-1=5

13.4 Determinante von Endomorphismen

F: V3 yvdim(V) <o
Sei 4 eine Basis fiir V. Matrixdarstellung M 4(F)
Definition 13.4. det(F) := det(M4(F))

Wohldefiniert? d.h. ist det(F) unabhingig von #? Ist %' eine andere Basis, dann existiert
eine invertierbare Matrix § mit My (F) = S - Mz(F)S ~! (Transformationsformel)

det(Mz (F) = det(S - Mz(F)S ™" = det(S) - det(M(F)) - det(S ")

— det(S) - det(M(F)) - — det(M(F))

detS

13.5 Eigenwerte & Eigenvektoren

Frage: Gegeben sei eine lineare Abbildung F : V — V, wann existiert eine Basis % von V,
sodass M4 (F) eine Diagonalmatrix ist?

A4 0
Diagonalmatrix = 0o "-.
0 0 4,

Bemerkung 13.5. Es existieren immer zwei Basen <7 , 8 mit

M.y (F) = ( " ) .r = Rg(F)
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Angenommen
A4 0 0
Myp(F)=1 0 -. 0
=(aij) 0 0 4,
@: {V],...,Vn}

F(vj) = Y aijvi = v,

Definition 13.6. Gilt F(v) = Av fiirv e V,v # 0 und A € K, dann heift A Eigenwert (EW) von
F und v Eigenvektor (EV) zum Eigenwert A.

Bemerkung 13.7. 1 = 0 kann Eigenwert sein, aber v = 0 ist nie ein Eigenvektor (laut
Definition v # 0).

Bemerkung 13.8. F ist diagonalisierbar (d.h. es gibt eine Matrix, sodass man auf die Diag-
onalmatrix kommt) < F hat eine Basis aus Eigenvektoren.

Hinreichendes Kriterium: Sind vy, ..., v, Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigen-
werten Ay, ..., A, dann sind vy, ..., v, Lu.

Beweis. Induktion: k =1: F(v;) = 4vi,vi #0={ v }lu
—

#0
Induktionsschritt:

k
Z a;v; = 0
i=1

R(l—/ = /lkzk:a,-v,- =0= Zaiﬂkw
F(0) i=l
F(0) = F(Z ;) = Z a;F(vi) = Z @;A;v;
a vy + vy + -+ g vy + Ay = 0
a1 vy + ardovy + - -+ a1 kv + ag gy = 0
a (A — v+ — D)o+ -+ a1 (A — A1) =0

Wegen Induktionsvoraussetzung:

al(/lk — /11) = 0,.. .,ak,l(/lk — /lkfl) =0
—

S——
#0 #0
= al = (_1/2 = ak*l = 0

Durch Einsetzen:
= QVy = 0

Da v, ein Eigenvektor ist v, # 0, somit = a; = 0 Somit linear unabhiingig O

Sobald eine 2 x 2-Matrix also zwei verschiedene Eigenwerte hat ist sie diagonalisierbar.
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14 Lineare Algebra 1 vom 20.11.2008

F : V — V Endomorphismus
A€ KEW : F(v) = Av, fiireinv # 0
eig(F, ) = {ve V|F(v) = av}

eig(F, A) ist ein UVR von V:
0 € eig(F, 2)

F(vi) = v, F(vy) = vy = F(vy —va) = F(vy) + F(v2) = vy + v, = A(vy + »2)
Fv = W.F(uw) = uF(v) = p(Av) = A(uv)

eig(F, A) ist der Eigenraum von F zu 1. Wenn A kein Eigenwert ist, ist der Eigenraum 0.

Proposition 14.1.
eig(F, ) = ker(F — A -id,)

Beweis.
Fv)=Alve F(v) — v =0 < veker(F — Aid)
F(v) — id(v) = (F — Aid)(v)
O
Proposition 14.2.
A # A, = eig(F, ;) n eig(F, A,) = {0}
Beweis.
v € eig(F, 1) n eig(F, 1»)
F(v) =4v
F(v) = A4v
=l —)v=0=v=0
—
#0
|

Proposition 14.3.
AEigenwert von F < det(F — A-id,) =0

Beweis.
A Eigenwert von F < eig(F, 1) # 0 & ker(F — Aid,) # 0 < Rg(F — Aid) < n = dim(V)

< det(F — did) = 0
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14.1 Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus

Sei 4 eine Basis von V.

A= My(F)
an —1 ap ce. Ay
PF(I) = det(A —t- In) = det( a2 .6122 —1 )
anl Ao Ay, — 1

P ist das charakteristische Polynom vom Grad n. Die Nullstellen des Polynoms sind die
Eigenwerte (siehe oben, Proposition 3).

My4(F — Aid,)) = A — al,
= Py(t) = det(F — tid)

Da die Determinante eines Endomorphismus wohldefiniert ist, ist auch das charakteristische
Polynom wohldefiniert.

’ 3 2 . —>

1 —1t 2

Pr(t) = det(A—th) = det(( 3 0

)) = (1-1)-(2—6)—6 = 2—-3t+*—6 = *—3t—4

Nullstellen:
Pr(t) =1 —3t—4=(t—4)(t+1)

= Nullstellen sind 4 und —1
= Die Eigenwerte von A = F sind 1 = 4, —1.

14.1.1 Hinreichendes Kriterium flir Diagonalisierbarkeit

Bei einer 2 x 2-Matrix braucht man 2 verschiedene Eigenwerte, somit ist A diagonalisierbar,
das bedeutet:

3 invertierbare Matrix S : SAS ! = ( 3 _(1) )

14.2 Praktische Bestimmung der Eigenraume

eig(F, 1) = ker(F — Aid) = Losung von homogenen Gleichungssystemen
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A=4

X1 = %XQ, X2 beheblg

—_—
eig(F4)
A=—1
A+
2 2 X1 B 0
33 x ) \O
X1 = — X2, Xp beheblg

< ( _} ) >= eig(F, —1)

14.2.1 Notwendige Bedingung fiir Diagonalisierbarkeit

A4 0 0 O
) 04 0 O
diag(A;, Az, ..., 4,) = L. )
0O 0 0 4,
Angenommen, A ist diagonalisierbar. = 3 invertierbare Matrix S : SAS ~! = diag(A;, A2, ..., 4,)

PA(t) = det(A —tI,) = det(SAS ' — S (¢1,)S ') = det(diag(d; —t, 1, —t,..., 1, — 1))

:(ﬂl—t)-(/lz—l)---'-(/ln—t)

Wir sehen: A diagonalisierbar = P, (t) zerfillt als Produkt von Linearfaktoren.

Beispiel:
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14.2  Praktische Bestimmung der Eigenrdunid LINEARE ALGEBRA 1 VOM 20.11.2008

= keine Nullstellen {iber R, also ist A nicht diagonalisierbar iiber R.

Uber C: P4(t) = t* + 1 = (¢t — i)(t + i) zerfillt in Linearfaktoren iiber C, in C ist sie also
diagonalisierbar.

Eigenwert = +i

Hinreichende Bedingung = A diagonalisierbar iiber C : Jinverse Matrix S : SAS ! =

(5%)

Bemerkung 14.4. Nicht jede Matrix iiber C ist diagonalisierbar (Bestes allgemeine Resultat:
Jordansche Normalform). Die notwendige Bedingung ist nicht hinreichend.

Problem: Mehrfachnullstellen des charakteristischen Polynomns.

14.2.2 Polynome (Einschub)
Division mit Rest

P, Q € K[t] (= P und Q seien zwei Polynome mit einer Variablen ¢ mit Koeffizienten in K)
dlg,r e K[t] : P = Qq + r,deg(r) < deg(Q)

Behauptung: Sei A eine Nullstelle von P € K|¢], dann 3Q € K[¢t] : P(¢) = (t — ) Q(¢).

Bewelis.
NO,r=P=(t—2)Q + r,deg(r) < deg(t—A) =1=deg(r) =0

= r(t) = ap,a0 € K
P(t) = (t — 1)QO(t) + ao
OZP(/l) = (/l—/l)Q(/l)-i-a():ao
= A =0

P() = (1 = 1)Q(1)
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Vielfachheit 4 fiir eine Nullstelle
A € K, Definition:

w(_ P, A) = max{reN|P(t) = (t— )0(r), 0 € K[1]}

eK|r]

u(P, ) = 0 < A keine Nullstelle von P
Zerfillt P in Linearfaktoren, dann:

> (P, ) = deg(P)

14.2.3 Fundamentalsatz der Algebra (GauB)

Jedes Polynom P € C[¢] mit deg(P) > 0 hat eine Nullstelle in C.

= Jedes P € C|t] zerfillt in Linearfaktoren.

Pit)y=a-(t—24) -(t—2) - (t—A,)
R:PeR[]
P=(t—A)(t—2)...(t—A4,)- (1)

——
keine reellen Nullstellen

Q(1) zerfillt tiber C in Linearfaktoren. Sei A eine Nullstelle von Q. A = a + ib mit a,b €
R,b #0.

Q1) =0(1) =0=0
= A ist eine Nullstelle von Q. Q enthilt (t — A)(t — ) =2 — (A + )t + A
—— ~——
> P =a+5?
=1 —2at + (a* + b*) e R[1]
Proposition 14.5.
PeR[t]: P=a(t—2A;)---- (t—2) - Ou(t) - -+ O (1)

Q; € R|[t] quadratisch

F : V — V endomorphismus
Lemma 14.6.

A Eigenwert von F = u(Pr, 1) = dim(eig(F, 1))
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Beispiel:
= (00)
Py(t) =1 = (t—0)?
1(Pa,0) =2
dim(eig(A,0)) = dim(ker(A —0I)) =2 —Rg(A) =2—-1=1
Angenommen:

L {00
SAS _.(0 0

{00 00
AZSI(OO)S:(oo>é

= A ist nicht diagonalisierbar.
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15 Lineare Algebra 1 vom 25.11.2008

F : V — V Endomorph.

Pr(t) charakteristisches Polynom

eig(F, Q)
Lemma 15.1.
w(Pr,A) = dim(eig(F, 1))
Beweis. Sei {vy,...,v,} eine Basis von eig(F, ).
Erginze zu einer Basis {vi,...,V,,V,41,...,V,} von V.
A 00
0 4 0/X
Moy(F) 0 0 A
i = S DA
0 0O
0 0O
O
Bemerkung 15.2.
det([ 2 B )y = deta) - det(c)
e 0 C =de e
Pr(t) =det(My(F)—t-1) = (1—1)"- Q1)
Beispiel:
01
=(00)
Pa(t) =7
dim(eig(A)) =2 —Rg(A)=2—-1=1
1(Ps,0)=2>1
15.1 Diagonalisierbarkeit
Satz 15.3 (Satz (notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit):). 1.

F diagonalisierbar

2. < charakteristisches Polynom Pr(t) zerfillt in Linearfaktoren und
u(Pr, A) = dim(eig(F,A))Y EW Avon F

3. ©V=rig(F,4,)®- - -®eig(F, A), wobei A; ... paarweise verschiedene Eigenwerte
von F sind.
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15.1 Diagonalisierbarkeit 15 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 25.11.2008

Beweis. e (1)=(2)

F diagonalisierbar = 3 Basis % = {vgl), s vgl), v§2), s vg), TR vgkk)}

sodass:
M@(F) = diag(/ll,...,/lz,ﬂz,...,/lg,...,/lk,...,/lk)
— Y——

r rn Tk

Behauptung: {vgl), ey vgl)} ist eine Basis fiir eig(F, 4, ). Die lineare Unabhingigkeit ist
klar, da die groBere Menge an allen Vektoren bereits eine Basis bildet.
Zu zeigen: Erzeugendensystem.

v € eig(F, ;)

v—Za,‘vl)—l—Za(zv
—/llv—Z/l a(]) ( —|—Z/la 2 (2)
= ZQ.I)F(Vll)) + Za@F(V@) +
—Z/la()( —|—Z/la 2) (2)—1—2/1& v —i—...

= (/11 /12) (2) = 0

—_——
#0, da A1 #£4;
= o\? = ovi
(/l] — /13) a3 = 0
—_——
#0
= al@ = 0Vi

=V = Zcxlgl)vgl)

Analog ist {v(’) . ,vSf)} eine Basis fiir eig(F, 1;)V].

I (1 2
v=(A D e P, DD @ e (kD
= eig(F,4;) ® eig(F, ) @ - - - @ eig(F, )
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e 3)=(2)
Sei (!, v£j1.>} eine Basis fiir eig(F, 1;).

| k
V0 e o, )
= ,%’ —{v .. vr ,...,V(k), ng))}

Basis von V

M@(F) = diag(/ll,...,/ll,...,/lk,...,/_15)

Pr(t) = (4 — )" -+~ (A — 1)*(r; = dim(eig(F, 4;))

* (2)=0)
Sei {vgj), e VSJJ.)} eine Basis fiir eig(F, 4;)

Pe(t) = (4 —8)" - (A — )
r+r 4+ r=deg(Pr(t)) =n

B = U{v 1stlu

|%|:r1+l”2+"'+rk:n:dim(v)

= 2 ist eine unverldngerbare l.u. Menge
= % Basis fiir V.

* 3)=()

{ng), L ng)} sei eine Basis von eig(F, 4;). % = J; B; ist Basis von V.

Mgg(F) = diag(/ll,...,/ll,...,/lk,...,/lk)
— ~——
r Tk

15.2 Algorithmus zur Diagonalisierung

Sei dim(V) < oo, &7 eine Basis von V, F : V — V endomorphimus, A := M, (F)
Berechne das charakteristische Polynom Pp.
Fallunterscheidung:

1: Charakteristisches Polynom zerfallt nicht in Linearfaktoren F ist nicht diagonal-
isierbar.
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2: Charakteristisches Polynom zerfallt in Linearfaktoren Bestimme Basen fiir alle

eig(F, 1), LEW von F.

Fallunterscheidung:

FEW A : u(Pr, A) # dim(eig(F, 1))

F ist nicht diagonalisierbar.

2:
VEW A: u(Pr, A1) = dim(eig(F, 1))

B = U aller Basen fiir die eig(F, 1), A EW

Spalten S ' := Koeffizienten der Vektoren in % beziiglich der Basis .7
4 0 0 0 O
0O 1, 0 0 O
SAS ! = 0 0 43 0 O
0 0 O Ak

15.2.1 Anwendung

Die Rechnung wird sehr viel einfacher, wenn die Matrix diagonalisierbar ist:

A 0N\ a2 0
04 ) ~\ o

L (A0 (M0
SAS _(012 =A=5 R

A4 0 A4 0 %0
AV — A AA-.. =85! ! S.s! ! S.st...=g"! 1
< 0 A 0 A 0 A2

Man braucht also S und S ~'.
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15.2  Algorithmus zur Diagonalisierung 15 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 25.11.2008

Beispiel:

1 -3 3
A= 3 -5 3
6 —6 4

Diagonalisiere A, wenn moglich.
1—t¢ -3 3

P,(t) = det( 3 -5t 3 |=—(t+2)*(t—4)

6 —6 4—1¢

= 2EW : 1= —2,u(Py—2) =2,1=4,u(Ps,4) = 1

1 —(=2) -3 3\ [ x
eig(A, —2) : 3 =5—-(-2) 3 x | =0
6 6 4-1(-2) ) \ x

3 -3 3\ [ x
3 -3 3 X |=0
6 —6 6 )\ x
X1— X +x3=0

X2, X3 beliebig.

1 1
cigd. -2 =([ 1 |.[ o)
0 —1

u(Py —2) =2 = dim(eig(A, —2))
eig(A,4): —x; —x +x3 =0
X1 — Xp = 0

x3 beliebig.

1
eig(A,4)={(| 1 ]
2
1 1
Z =i : 1
Basis fiir V=R3 0 —1 2
1 11 -2 00
S'=11 01 |=545"= 0 -2 0
0 —1 2 0 0 4
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16 Lineare Algebra 1 vom 27.11.2008

16.1 Trigonalisierung

Definition 16.1. Ein Endomorphismus F : V — V,dim(V) < o ist trigonalisierbar, wenn 3
Basis & von V, sodass

X y z
Mz(F)=1 0 » 2
0 0 3

(d.h. unterhalb der Diagonale Null)

Definition 16.2. Eine aufsteigende Kette V) < V; < V, < --- < V, von UVR von V, mit
dim(V;) = iVi = 0,...,n heifit Fahne.

(:> VO = {0}’ Vn = V)

Definition 16.3. Sei F : V — V ein Endomorphismus. Eine Fahne {v;} ist F-invariant, wenn

Lemma 16.4. F ist trigonalisierbar < 1F-invariante Fahne.

Beweis. ”=") 3 Basis & = {vi,va,...,v,} von V, sodass M 4(F) trigonal.
Vi :={vi,...,v;y = {v;} ist eine Fahne

Zu zeigen: Die Fahne ist F-invariant:

1<j<i,F(Vj)E<V1,...,Vi>

% 1%
b= b=

Maz(F)

dz(e;) = v,
0
Xy z 0

F(Vj) = F¢@(61) = (PﬂMgg(F)(ej) = ¢ﬂ( 0 Y2 22 1 )j—te Zeile

0 0 23 0
0
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16.1 Trigonalisierung 16 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 27.11.2008

”<") {v;} F-invariante Fahne. Wihle eine Basis {v,} fiir V;. Ergéinze zu einer Basis {v;, v,}
fiir V,. etc.
= Basis B = {vi,...,v,} flir V, = V. My(F) ist trigonal. |

Satz 16.5. F ist trigonalisierbar < charakteristische Polynom Pr(t) zerfillt in Linearfaktoren

Beweis. ”=") 1 Basis 8 von V,

Mz(F) =
a(F) 0 0 .
0O 0 0 a
ap —t ® % ®
0 aryy — 1t = *
Pp(t) = det( 0 - )= (ay —1) - (@ — 1)
O O O Apn — t
?<") Pr zerfalle in Linearfaktoren.

Idee:
1. Wihle 4; EW mit EV vy, Setze V| = (v;)

2.V=VieWw
3. Definiere G = Projektion von F auf W

4. A, Eigenwert von G mit Eigenvektor w,, V = (v, wy)

Fiihren wir diese also durch:

Induktion nach #.

Fiirn = 1 : My(F) trigonal fiir jede Basis 4.

Sei A; ein Eigenwert von F und v; ein Eigenvektor zu 2;. V| = {(v;)
Ergénze {v,} zu einer Basis # = {v{,w,,...,w,} von V.

We={wy...ow,pH=V=VeW

Definition:
G:W->W:weW,F(w) =av,+aw,+ -+ a,w,
G(w) = aowy + - -+ + @,w, € W,G ist linear
H:W —V,H(w) = av; = H linear
Ay

<
S
3
I
SR
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16.2 Jordansche Normalenform 16 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 27.11.2008

B= Mgz (G)

Pr(t) = (A4 —1)-det(B—1tl, 1) = (4 —1) - Ps(1)
—

zerfillt in Lin.faktoren

= P(G) zerfillt auch in Linearfaktoren

Induktionsannahme =
JG-invariante Fahne {W;} in W (Lemma)

Setze:

(Vi =<v))
(Viy1 ==V, ® W; = {V,} ist eine Fahne

{V;} ist F-invariant:
veVig=v=avi+w,w,e Wyae K

F(v) =aF(vi)+ F(w;)) = alivi + Hw;)) + G(w;)
— ~—
2% €W;(G—invarianz)
—_———
eV

Korrolar 16.6. Uber K = C ist jeder Endomorphismus trigonalisierbar.

Beweis. Uber C zerfillt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren laut Fundamental-
satz der Algebra. O

16.2 Jordansche Normalenform

Definition 16.7. Eine quadratische Matrix der Gestalt

410 0 0 O
041 0 0 O
004 1 00
0 0O .0
000 O a4 1
000 O 0 2

heiBt Jordan-Matrix.

Definition 16.8. Eine Matrix ist in Jordanscher Normalform, wenn sie von der Form

Ji 0 0 0 O
0O J», 0 0 O
0 0 J5 0 O
0O 0 0 . 0
0O 0 0 0 J,

ist, wobeli die J; Jordan-Matrizen sind.
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Beispiel:
310 0 O O
030 0 0 O
002 0 0 O
00015 1 O
000 015 1
000 O O 15
ist in Jordanscher Normalenform (JNF).
210
020
00 2
ist in JNF
310
0 3 1
0 0 4
ist nicht in JNF.

lin.

Satz 16.9. F : V = V, Viiber K,dim(V) < oo. Zerfiillt Pr in Linearfaktoren, dann 3 Basis
P von 'V, sodass Mz(F) in JNF ist.

Korrolar 16.10. Uber C kann jede quadratische Matrix durch Basiswechsel in JNF trans-
formiert werden.

Anwendung: Berechnung von e*, A quadratische Matrix (iiber C)?
> 1
0=y L0
k=0
Definition 16.11. Eine Folge A}, A,, ... von Matrizen konvergiert gegen eine Matrix A, wenn

V(i, j) die Folge der (i, j)-Eintréige gegen den (i, j) von A konvergiert. Die Reihe >, A,
konvergiert, wenn die Folge der Partialsummen Ay, Ay + Aj, Ao + A1 + A,, ... konvergiert.

Definition 16.12.

(konvergiert fiir jede Matrix A)

LS D 0Ar=>20,5 Avund (XA - S = (X7 A+ S)

2.8 et S = M daSersT! = S tANS T = P LS Ak s =

.S
Z%(SAS—I)k:eSAS_]
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3. Wenn AB = BA = ¢ - 8 = ¢A18

AuBerdem: D Diagonalmatrix. e? =?. D = diag(4,,...,4,).

k

" A0 0 A0 0
D 1 . 1 .
eP=3 =10 0 | =xglo0 o0
k=0 0 0 2, 0 0 A
a0 0 e 0 0
= 0 0 =1 0 0
0 0 X 0 0 e*
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17 Lineare Algebra 1 vom 02.12.2008

1 1 1
A=T+A+—A"+ —A> 4+ —A* + ..

2! 3! 4!
1. 1
SAST g AL g
2.
AB = BA = "B = ¢4 . o8
3.

e™E(A,...,4,) = diag(e™, ..., e")

17.1 Nilpotente Matrizen

Definition 17.1. Eine quadratische Matrix N heif3t nilpotent, falls

Fk=1:N=0
Beispiel:
0100
0010
N=10001
0000
0010
0001
2 _
N=1000 0
0000
0001
0000
3 _
N=1000o0
0000
N*=0
1
Sei N nilpotent = e =1+ N + 3N> + ;N> + -+ + 5 N + FN" +...
—_
=0
Beispiel:
0100 11 11
o010 ]| 1, ; |01 1 3
N=looo 1 [TITNFINHZV =1y 0 11
0000 00 01
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17.1 Nilpotente Matrizen 17 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 02.12.2008

Berechnung von ¢ fiir eine beliebige komplexe, quadratische Matrix A:
Zuerst bringt man A in die Jordansche Normalenform, bringt sie also auf:

SAS'= J
——
JNF

Man kann die Matrix dann auch als

J = D + N

Diagonalmatrix nilpotent
schreiben.

Es gilt DN = ND

A=S"1.7.58
eA _ e571~J'S — Sil . e‘] . S = -1 . eD+N ° S
~—
1
~——
2
1
_ =1, g A AnY . _ N2 k=1
= S diag(e ) (T4 N SN A oo gy NT) S

Beispiel:
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17.2 Der Satz von Cayley-Hamilton

K = R oder C, V Vektorraum iiber K, dim(V) < oo, F : V — V Endomorphimus
Definition: F? := F o F, allgemein F" .= Fo---o F
—_—

F" .V — V ist ebenfalls ein Endomorphimus.

Sei P(t) = ag + ait + - - - + a;t' ein Polynom mit Koeffizienten in K.
P(F) =ap-1id, + a; 'F+612'F2+ ~|—a,F’

ist ebenfalls ein Endomorphimus P(F) : V — V

Satz 17.2. Sei Py das charakteristische Polynom des Endomorphimus F : V — V, dann gilt
Pr(F) =0:V — V fiir K =R oder C

Beweis.
K=C
Pr(t) = (L —1) - (h— 1)
zerfillt in L‘i;earfaktoren
= 3 F-invariante Fahne {V;} in V.V, = V
Basisergiinzungssatz:

3 Basis {vi,...,v,} von Vmit Z =< {v,...,v;} >=V;,

Ay * * #
M (F) 0 b w o
oo
0 0 0 4,
Mittels Induktion nach i werden wir zeigen:
Definition:
F,‘ V-V
F,‘ = (/l]ld—F) (ORI O(/le—F)
= F, = Pp(F)
Fi(Vi) = {0}

Die Behauptung des Satzes folgt fir i = n : F,, = Pe(F),V, =V
Induktionsanfang: i = 1:

Fi(vi) = (qid—F)(v;)) =A4vi —F(v;) =0
i = 2 : Induktionsannahme: F; {(V; ;) = {0}

Vi=<v, >V,
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Seiv e V;: Zu zeigen: F;(v) =0
v=av;+w,ae K,weV,_,

Fi(v) = aF(v;) + Fi(w)

Fi(W)ZFi,IO(/liid—F)(W):F,',I( /liW — F(W) ):0
€Vi—i €V;_1, da F-invariant
E‘;iil

i—1
Fi(vi) = Fii (i = F(v)) = Fiy (i — (Av; Y eqew)
k=1
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17.3 Euklidische und unitiare Vektorraume

Messung von Lingen und Winkel. Zusatzstruktur auf Vektorraum: Inneres Produkt

Definition 17.3. Eine Bilinearform ist eine Abbildung s : V x W — K, wobei V,W K-
Vektorrdume sind, sodass

s(Avy + uva, w) = As(vi, w) + us(va, w)
SV, Awy + uwy) = As(v,wy) + us(v,wo) VA, u € K, vy, va, v, wi, wa, w
(v, Awy + pw) (vowy) + us(v, wo)VA, u 1, V2, V, Wi, W2
ev ew
Beispiel:
¢ :V — K linear ,y : W — K linear
s(v,w) = ¢(v) -y (w)

Definition 17.4. Eine Bilinearform s heiBt symmetrisch, wenn W = V und s(v,w) = s(w,v),v,w €
Vv

Definition 17.5. K = C. Eine Abbildung F : V — W mit V, W Vektorraum iibgr C heif3t
konjugiert linear (oder semi-linear), wenn F (v, + v;) = F(v) + F(v2), F(Av) = 1- F(v)

Definition 17.6. Eine Sesquilinearform (1%-fach linear) ist eine Abbildung: s : V x W —
C(V, W C — Vektorrdume) sodass

s(—,w) : V — C semilinearVv, w
s(v,—): W — C linear
Definition 17.7. Eine Bilinearform s : V x W — K ist nicht-degeneriert, wenn gilt

lin.

s(—=w)=0:VSK=w=0

lin.

sv,=)=0:W=SK=v=0

Definition 17.8. Eine symmetrische Bilinearform s ist positiv definit, wenn s(v,v) > OVv €
V(K =R).

Uber C: Eine Sesquilinearform s : V x V — C ist eine Hermitesche Form, wenn s(v,w) =

s(w,v)

Definition 17.9. Eine Hermitesche Form s heiBit positiv definit, wenn s(v,v) > O0Vv € V
(s(v,v) = s(v,v) = s(v,v) € R).

Definition 17.10. K = R: Ein inneres Produkt (oder Skalarprodukt) ist eine positiv defi-
nite, symmetrische Bilinearform auf V. (V, s) heifit Euklidischer Vektorraum.

Fiir K = C: Ein inneres Produkt (oder Skalarprodukt) auf V ist eine positiv definite Her-
mitesche Form s auf V. (V, s) heifit unitirer Vektorraum.
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Beispiel:
V=R"
X1 Y1
s( C o, t ) = xiy1 + x2y2 + -+ + x,y, definiert das kanonische innere Produkt auf
Xn Yn
R".
v=C_C"

s = X1y1 + X2y2 + - - - + Xy, definiert das kanonische innere Produkt auf C”.
V ={f:[0,1] > R|f stetig } ein R-Vektorraum.
s:VxV->R

S(f.g) = j £(0)g(0)dr
s@ﬁ=£ﬁ@m

Llf2=0:>f=O
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18 Lineare Algebra 1 vom 04.12.2008

Bei positiv definit gilt: s(v,v) > 0Vv # 0

18.1 Konstruktion von Bilinearformen/Hermiteschen Formen aus
Matrizen

Definition 18.1. Eine Matrix A ist symmetrisch, wenn A’ = A (kann nur bei quadratischen
Matrizen zutreffen). Das heiit: (a;;) = (a;)

Eine komplexe Matrix A ist eine Hermitesche Matrix, wenn A' = Amit (A = (a;;)) (manchmal
auch selbstadjungiert genannt).

Eine Hermitesche Matrix muss immer reelle Eintrige auf der Diagonalen haben.

Wir arbeiten iiber C. Sei A eine Hermitesche Matrix n x n, sei V ein C-Vektorraum, dim(V) =
n.

X1 Y1
V=C":s S, : =X -A-y= sist Hermitesche Form
Xn Yn
Explizit:
D1 Gy
s(xy) = (X1,.... %) E = D E D @y = ) - %y
it Y oY H

Hermitesche Symmetrie:

s(xy) =% - Ay = (F¥Ay)' = yAT = y'AX = (YAx) = s(y, x)
Fiir R: Sei A symmetrisch.
s(x,y) = XAy = S ist symmetrische Bilinearform

Umgekehrt: Matrixdarstellung einer Bilinearform/Sesquilinearform

s:VxV-—->RoderC

Sei # = {vy,...,v,} eine Basis von V.

Mz(S) = (s(vi,vj))ij

M 4 ist symmetrisch, wenn s symmetrisch.
M 5 ist hermitesch, wenn s hermitesch ist.
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Beispiel:
V = R", s := kanonische innere Produkt

P = {ey,...,e,} kanonische Basis
My(s) = (s(ei,e))) = I,
l,i=j
s(ej,ei) =
(eie)) {O,i #j
Ahnlich fiir das kanonische innere Produkt auf C.

Wir haben zwei Konstruktionen:

symmetrische Bilinearform/Hermitesche Form.

Durch Anwenden von M 4(s) erhalten wir eine symmetrische Matrix/Hermitesche Matrix.
Durch Anwenden von s = X'Ay gelangen wir wieder zuriick.

Diese Operationen sind invers zueinander:
”="") Sei eine Basis % gegeben. Sei s hermitesch

V= Za'iviaw = Zﬁivi

B
(@,..., @) Mgz(s)- |
——
=(aij) Bn
s(v,w)=s avi, Y Bivi) =) aB;s(v,v;
(vow) = (X, awi, ) Bv)) ZJ] j 5V v))
= -Mgy(s)-B
”<") Gegeben ist A hermitesch.
B
sa(v,w) = (ag,...,@,)A :
B
0
> Mip(ss) = A dasa(viov) = (0.0, _1_.0.0)-A-| | [=a,
i—te Stelle .
0
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18.2 Transformationsformel fiir Formen

Proposition 18.2. Sei s : V x V — C eine Hermitesche Form. Seien <7, % zwei Basen fiir v.
Sei § = Mﬁ’g(ldv)

c" c"
¢,Q¢E\« »/me
\%4
Dann gilt:
—t
M%(S) = Mgg(s) S
Beweis.

A =i, B =, V)

n
)
V= E Qv = ) v
_ _ /7
w= ) Bivi= ) B,

Seienv,we V.

Analog Bund B

B =SB
s(v,w) =M (s) -
s(row) = @ My(s) - B = (Sa) M(s)(SB) = ' (SMs(s)S) - Bv.we V
dh. @M, ()8 =@ (S My(5)S )BVa, B O

18.2.1 Quadratische Formen
s : V xV — R oder C symmetrische Bilinearform, Hermitesche Form

Definition 18.3.
q:V —RoderC

q(v) = s(v,v)
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(zugeordnete ’quadratische Form™)

g(Av) = s(Av, W) = As(v,v) = |A]*q(v)

B = {V],...,Vn}
V= Zaivi
A= ML@(S)
Fiir C:
a
qv) = (@,....,@,) - A- : :Zaijaa’j
a, Lj
Fiir R:

qv) = Za,-,aiz + 2Zaij ety

i<j

qv+w)—q(v)—q(w) = s(v+w,v+w)—s(v,v)—s(w,w) = s(v,v)+s(v,w)+s(w,v)+s(w,w)—s(v,v)—s(w, w)

= 5(vw) = 540y +w) — () — g(w)

(Polare Darstellung von s). = s ldsst sich aus seiner quadratischen Form vollstidndig rekon-
struieren.

18.3 Langenmessung
18.3.1 Normierte Vektorraume

Definition 18.4. Ein normierter Vektorraum ist ein Paar (V,|| - ||), wobei V ein Vektorraum
iber R oder Cistund ||-|| :V — Rist eine Abbildung mit:
——

”Norm”
1.
[ vl| = [a] - [[v]]
(Homogenitét)
2.
v+ wil < [l + [|wl]
(Dreiecksungleichung)
3.

Iv||=0<v=0
(Definitheit)

Definition 18.5. Sei X eine Menge. Ein Paar (X, d) heifit metrischer Raum, wenn d : X x
X — R eine Funktion ist, sodass:
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18.3 Lingenmessung

18 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 04.12.2008

1. Symmetrie: d(x,y) = d(y, x)Vx,y e X
2. d(x,z) <d(x,y) +d(y,z)
3.d(x,y) =0 x=y

Bemerkung 18.6. /. d(x,y) > 0:

0 =d(x,x) <d(x,y) +d(y,x) = 2d(x,y)

2. || =0
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19 Lineare Algebra 1 vom 09.12.2008

19.0.2 Norm — Metrik

Sei (V, || -||) ein normierter Vektorraum. Wir definierend : V x V. — Rals d(v,w) = ||[v —w/||
Wir zeigen, dass d eine Metrik auf V ist.

1. d(v,w) = |[v —w|| = ||w — v|| = d(w, v) = ist symmetrisch
2.dv,u) = |lv—ul||=|v—w+w—ul|| <||lv—w|| +||lw—ul|| =dv,w) + d(w,u)
3.dvw)=0<|v—w||=0cv=w

Bemerkung 19.1.

(d ist nie aus einer Norm definiert)

19.0.3 Inneres Produkt und Norm

Sei V ein Vektorraum iiber K (K = R oder K = C). <, >: V x V — K sodass
1. <avi +bvy,w>=a <vi,w>+b<vy,w>abeKv,vy,weV
2. <v,w>=<w,v > (falls K = Rdann < v,w >=< w, v > (symmetrisch))
3. positiv definit, d.h. < v,v >> 0 fallsv # 0
Proposition 19.2. Die Abbildung || - || : V — R, ||v|| :== /< v,v > ist eine Norm auf V.

Lemma 19.3 (Lemma (Cauchy-Schwarz Ungleichung):). Sei V ein Vektorraum iiber K (K =
R oder K = C) und <, > ein inneres Produkt, dann gilt:

| <v,w>| < ||| |w]|Vv,weV

mit ||v]| = /< v,v>.
Weiter gilt:
| <v,w>|= ||| |wl| e IF1eK:v=2aw

Beweis. Fall 1: w = 0 ist trivial klar.
Fall 2: w # 0 = ||w|| # 0. Firalle 1 € K,

O0<<v—Aw,v— Aw >=

<v,v>—/l<v,w>—ﬁ<v,w>+/ﬁ<w,w>

= ||v|]]* — 2re(2 < v,w >) + /ﬁ||w||2

86



19 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 09.12.2008

Wir setzen A := =2~ (wohldefiniert)

) (w2
Es gilt:
l<vw>]P |<vw>]? , | <vw>|?
0 < [[v][* — 2re( )+ = []v]]
h [|wl]? [Iwl]? [Iwl[?
eR
s | <vow> | < |- ||w]|Vv,weV
Wire | <v,w > | = |]v|| - ||w]||, dann ist A = W eine Nullstelle von
O=<v—-Aw,v—Aw>sv—Aw=—<yv=Aw
O

Proposition 19.4. (v, <,>). Dann ist ||v|| := /< v,v > eine Norm auf V
Beweis. 1. ||[A—v|| = /<A, v > =

VAL <V, v > =

|| - ||v|], 1€ K,veV

2. v+ wlPE<vEw vt ws=< v >+ <v,w> +< W S+ < w,w >=
Cauchy-Schwarz
[V[|? + 2re(< vyw =) + [W|]> < VP +2] <vow > |+ ||[w]]? <
(VI 4 20 - (il + Hwl[? = (I wlP) = (v + wl] < [l + [wl]
3. [p|=0e<v,v>=0<v=0
a

19.0.4 Orthogonalitat

Definition 19.5. Sei (V, <, >) ein Vektorraum. Seien v,w € V, dann heiBen v, w orthogonal
zueinander ((vLlw)), wenn < v,w >= 0

Seien U, W < V (Untervektorraum von V). Dann ist UL W falls ulwVu € U,w e W.

Sei W < V (Untervektorraum von V). Wir definieren W+ = {v € V|v1wVYw € W} dann ist
w ebenfalls ein Untervektorraum von V.

Eine Menge {v;};; mit v; € V heifit orthogonal, wenn v; Lv;Vi, j € I,i # j.

Die Menge {v;}e; heiBt orthonormal falls {v;};c; orthogonal ist und ||v;|| = 1 fiir alle i € 1.

Bemerkung 19.6. Sei {v;}ic; orthogonal und v; # OVi € I. Dann {v;}i; sind linear un-
abhdngig.

Beweis. Sei d; € K (K = R oder K = C), sodass >, 4;v; = 0.
Zu zeigen: A; = 0Y.
Z/lj\/j =0=0=< Vk,Z/lej >Vkel

V20

:>0=Z/l_j<vk,vj > 0= Ly = A = OVkinl

= {v;} jes linear unabhingig. O
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Proposition 19.7 (Proposition (Gram-Schmidt-Orthogonalisierung):). Sei (V, <,>). Seien
Vi, ...,y € V. Dann gibt es {wy,...,wi},k < n,w; € V mit {w;} orthonormal und

<{Wiy.. oW >=<{vy,..., v} >

(Jeder endliche Vektorraum hat eine orthonormale Basis)

Vi
[[vil]

Beweis. Wenn v; = 0, gehe zu v,. Sonst w; =
[lwil[ = D).

Wenn v, €< {w;} >, gehe zu v;. Sonst w; =
wal| # 0, [[waf| = 1).

[lwa|| = 1 und wyp Lw;.

(wohldefiniert weil ||v;|| # 0 and

V) — <<V ,W|>W]
HV2—<Vz,W] >w) H

(wohldefiniert ||v,— < vp,w; >

1
<
[[va— < va,wy > wy|

< Wr,W| >= Vo— < Vo, W1 > W, W >

1
B ||V2— < Vy,wWp > W1||

(< Vo, Wi > — <V, W > < Wi, W >)
—_———

1

1
= (<V2,W1>—<V2,W1 >)=0
||V2— < Vy, W > W1||

V3 —<V3,W|1 >W|—<<V3,Wr>Wo
[[v3—<v3,wi>w)—<v3,wa>wsl|

Wenn v; €< {w;,w,} > gehe zu v,. Sonst ws =

[lws|| = 1, w3 Lwa, wi Lw )
Fiir v; #< {wi,...,w,} >,m < n. Setze wj; = H::gm:it:xxu
Dann ||wjy|| = Lwji L{wi, ..., wy} O

Korrolar 19.8. (V, <,>) und V hat dim(V) < co. Dann hat V eine orthonormale Basis.

Beispiel: Sei V ={f:[—1,1] — R, f stetig} (V Vektorraum iiber R)
< f,g>={", f(t)g(r)dt (wohldefiniert).
Wir wenden Gram-Schmidt auf {1,¢,7%,£,...} mitz € [—1,1].

1
Lovi =1 ||| = /2, 1dr = V2,w = 5
_ _ g
2.V, =1, < Vy, W >= LII ﬁdt =0,
V2 t : 2 2
Wy = = weil \ . °dt = %
[[v2l] NE S 1 3
21
Macht man weiter, erhilt man P = {%, %, d <, ...}. Diese sind normiert die Legendre-
3 F5

Polynome (Normierung bedeutet in dem Fall die Multiplikation mit einem Faktor, sodass
P,(1) = 1). Diese Polynome 16sen die Differenzialgleichung

(1—=2)y" =2ty + (n+ 1)ny =0
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20 Lineare Algebra 1 vom 11.12.2008

Beispiel: R?, kanonisches {, ):

viw,denn (v,w)=1-04+0-1=0

Allgemein:
= () = oy = Vi

20.1 Distanz / Bessels Ungleichung

Sei W < V ein Untervektorraum, (V,{, )) ein unitérer Vektorraum.
Seive V,we W, wir definieren:

dist(v, W) = min(||v — w||)
Sei {wy,...,w,} eine Orthonormalbasis fiir W.

W = Z/liwi(/li € C)

0<|p—w[|P = —=wv—w)=wv)—wv)— w4+ (w,w)
= |vI]* = <Z Aiwi,v) — <V’Z Aiwi) + <Z /L'Wi’Z Awj)

. J
ng

i Aidiwiw

Wi, wj) = 0y

1, L
0ij = { Wennl' J , (Kroneckersymbol)
0, wenni # j

Durch die Orthonormalitit (zwei verschiedene Vektoren haben das innere Produkt O, die
Lange ist 1) gilt:
= ||V| |2 - <Z /l[Wi, V> — <V7 Z /1iW[> + Z /1,'/1,'

= ||V||2 _ZZ‘<W1‘,V> _Z/lj<V,Wj>+Zi]/liZ
{wjvy

= |VIIP + 254 = wis W) (& = i ) ZI<W:3V>|2
—||VI|2+Z|1 i 2= 3 Kwi vy

>0
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ist ein Minimum genau dann, wenn A; = {w;, v). Das Mimimum von ||v — w|| wird angenom-

men fiir w = > {w;, v) - w;
< IMIP = D Kwa

Z [{wi, vY|* < |[v||* (Bessels Ungleichung)

dist(v, W) = \/(||V||2 - Z [Kwi, v)[?)

Die {w;, v) heiien Fourier-Koeffizienten von v beziiglich der Orthonormalbasis {wy, ..., w,}.

20.2 Orthogonale/unitare Endomorphismen

Sei (V;(,)) ein euklidischer oder unitdrer Vektorraum, F : V — V ein Endomorphismus.

Definition 20.1. F heiit orthogonal (euklidisch) oder unitir wenn (F(v), F(w)) = (v,w)¥v,w €
Vv

Bemerkung 20.2. F erhdlt Lingen:

IEW)I[ = A/CFW), E()) = 4/ <v,v) = []V]]

(= ldngenerhaltende Abbildungen)

Bemerkung 20.3. Ist F unitdr, dann sind alle Eigenwerte von F auf dem Einheitskreis — C:
Angenommen F(v) = Av,v £ 0 = ||v|| # 0.

(Wl = NIFEW)I| = llav]| = |a] - ||v]]
VIl #0= 4] =1
Wenn F orthogonal ist und A ein Eigenwert, dann ist 1 = +1.

Bemerkung 20.4. Fiir dim(V) < o ist ein orthogonalerjunitirer Endomorphismus F immer
ein Automorphismus:

F(v) =0= || = [IF0)| = 0= v =0

= ker(F) = 0, F injektiv, also ein Isomorphismus.

20.3 Orthogonale/unitare Matrizen
Definition 20.5. e Sei A eine reelle n x n-Matrix. A ist orthogonal, wenn A~! = A’,

e Sei A eine komplexe n x n-Matrix. A ist unitir, wenn A~ = A’.

Bemerkung 20.6. A unitir = | det(A)| = 1.

Proof.
|det(A)| (det(A))(det(A)) = det(A) - det(A)
det(A) - det(A’) = det(A) - det(A™")
=det(A-A™") = det(l,) = 1
A orthogonal = det(A) = +1 O
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Un) = {A| {An ><n tiber C }
A unitir

o= {a {4t |
SU(n) = {A € U(n)| det(A) = +1}

SO(n) ={A e O(n)|det(A) = +1}
U(n),SU(n),O(n),S O(n) sind Gruppen beziiglich der Matrixmultiplikation.

Schreibweise:

zB.: A,Be U(n)

(AB)™' =B™'-A™' = B = A" = (AB)')
= A - B € U(n) (Abgeschlossenheit).
Beispiel:
U(l) = {@allzl =1}
SU(1) = 1 (triviale Gruppe)
o) ={ (1) } =Zp
——
2 Elemente
SOo(l) =1

OQyAz(ZZ>eom

a c\ (a b\ 1 0

b d cd) \01
a+c? ab+ cd
ab+cd b*+d?

Es ergeben sich folgende Gleichungen:

a+ct =1
P +d =1
ab+cd=0

Wenn man sich die Gleichungen auf einem Koordinatensystem vorstellt ergibt sich:

a = cos(a)
¢ = sin(a)
b = sin(B)

91



20.3 Orthogonale/unitire Matrizen 20 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 11.12.2008

d = cos(B)
ab + c¢d = cos(a) - cos(B) + sin(a) - cos(B) = sin(a +B) =0

Wir beschrinken uns also wegen der Periodizitit des Sinus auf das Interval [0, 27):

{o
a+p=
T

Betrachten wir die beiden Fille:

Fall 1:
B = —a = sin(B) = —sin(a)
cos(B) = cos(a)
A cos(a) —sin(a)
A= ( sin(@)  cos(a) )
det(A) = +1
Fall 2:
B =n—a=sin(B) = sin(r — a) = sin(@)
cos(B) = cos(mr — a) = —cos(a)
[ cos(a) sin(a)
= A= ( sin(@) —cos(a) >
det(A) = —1

Man kann also ein beliebiges Alpha wihlen:

Va € |0, 2n)
und erhilt damit O(2).
50~ (31 3 Y e oy

O(2) = Matrizen Fall 1 U Matrizen Fall 2
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21 Lineare Algebra 1 vom 16.12.2008
e A€ GL(n,R) orthogonal, wenn A~! = A,
e A e GL(n;C) unitir, wenn A~' ='A

e F:V — V unitir/orthogonal, wenn Vv,w € V : (v,w) = (F(v), F(w))

21.1 Eigenschaften orthogonaler/unitarer Matrizen/Operatoren

Proposition 21.1. A unitir < Spaltenvektoren von A bilden eine Orthonormalbasis von C"
< Zeilenvektoren von A bilden eine Orthonormalbasis von C"

Beweis. Die Spaltenvektoren bilden eine Basis, da die Matrix reguldr ist.
SeiA = (d',...,a")

Spaltenvektoren sind eine Orthonormalbasis < 6;; = {(a',a’) = ‘@a’ = (i, j)-Eintrag von
A-A
Da "AA = I gilt, sind wir fertig. O

Fiir die Zeilenvektoren betrachtet man A - ‘A und fiihrt den Beweis analog durch.
Proposition 21.2. n = dim(V) < oo, V unitir mit einer Orthonormalbasis B, F : V. — V
linear. Dann gilt: F unitir < M 4(F) unitdir

Proposition 21.3. n = dim(V) < oo, V orthogonal mit einer Orthonormalbasis B, F : V —
V linear. Dann gilt: F orthogonal < M 4(F) orthogonal

Beweis. B = {vi,...,v,},v=> av,w = > Biv;.

= Z v, F(w) = Zﬁévi

a;
Sei a = : |, B, @, B analog.
ay,
=" Sei F unitir.

‘a1, -B="ap ={v,w) (F(),F(w)) ="a'f =" (My4(F)a) - (Ms(F)B)

F unitir

=@ -'(My(F))Mz(F)BVa,BeV

Da das fiir alle «, 8 gilt, folgt I, = ‘M (F) - M»(F) = unitér

2 2

<

(F(v),F(w)) =@ ="a@-"(Mz(F)) - Ms(F) B =2 = (n,w)

n'g

=1, da M 5 (F) unitir
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Satz 21.4. Sein = dim(V) < oo, F : V — V linear, unitir. Behauptung: 3 Orthonormalbasis
bestehend aus Eigenvektoren von F (insbesondere sind unitdire Operatoren diagonalisierbar).

Beweis. Induktion nach n = dim(V).

Induktionsanfang: n = 1 trivial klar.

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiirn — 1.

Induktionsschritt: Sein > 2. Pr(t) zerfillt iiber C. Pp(t) = £(r— ;) - - - (t—,),4,€C
Sei v; Eigenvektor zum Eigenwert A, der Linge ||v;|| = 1

Sei W := (vt

Behauptung: F(W) < W. Sei w; € W, also (wy, vy = 0.

Zu zeigen: (F(wy),vi) =0

A (F(wi),vi) = C(F(wi), v = Fwi), F(vi)) = (wi,v) =0

F unitir
#0

Da A, Eigenwert ist, folgt |4;| = 1 # 0, damit muss {(F(w;),v;) = O sein. = F(w;) € W =

F(W)c W.

Flw : W — W ist wieder unitdar. Weiterhin dim(W) = n — 1. Laut Induktionsvorausset-
zung 3 Orthonormalbasis {v,...,v,} von W aus Eigenvektoren von Fjy = {vi,vs,...,V,}
Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren von F'. O

Sei A € U(n) = {B € GL(n; C)|B unitir}.
Betrachte A als lineare Abbildung A : C* — C" = 3 Orthonormalbasis B = {vy,...,v,} aus

unitir
Eigenvektoren von A. Setze S = (vy,...,v,) (Eigenvektoren als Spalten), (n x n-Matrix). Die
Spaltenvektoren bilden eine Orthonormalbasis. Aus der Proposition folgt S € U(n). Es gilt:

S-A-S=85""-A-§ =diag(1;,...,1,).

Korrolar 21.5. Sei dim(V) < oo, F : V — V unitir. Dann ist V die orthogonale Summe der
Eigenrdume von F,

V =ecig(F,4,)® - @ eig(F, 1)

mit Ay, ..., Ay paarweise verschiedene Eigenwerte von F.

Definition 21.6. Eine orthogonale Summe ist eine direkte Summe von paarweise orthogo-
nalen Summanden.

Beweis. Aus dem Satz folgt direkt, dass F diagonalisierbar. Bekanntes Resultat: V : K —
Vektorraum, dim(V) < oo, F : V — V linear. Dann gilt:

F diagonalisierbar < V = eig(F, ;) @ - - - & eig(F, A;)

Es bleibt zu zeigen, dass Eigenrdume paarweise orthogonal sind:
Sei v € eig(F, A;),w € eig(F, 4;),i # j. zu zeigen: (v,w) =0

Vowy = (F(v), F(w)) = v dwy = Lidi(v,w)

F unitér A;,4; Eigenwerte,v,w Eigenvektoren Sesquilinearform
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Annahme: (v, w) # 0 = 4,4; = 1

L= |4 =4 44, =4 4
—
=1 —1
= (v,w)=0
O
Satz 21.7. Sei V ein euklidischer Vektorraum, dim(V) < oo, F : V. — V orthogonal. Dann 3
Orthonormalbasis B von V sodass

+1 0 O O 0 O 0 0 O 0 0
0O 0 0 O 0 0 O 0 0

+1 0 0 O 0 0 O 0 0

-1 0 O 0 0 O 0 0

0 0 0 O 0 0

My (F) = —~1 0 0 0 0 0
cos(a;) —sin(a;) O 0 0

sin(ay) cos(a;) O 0 0

0 0

cos(ay) —sin(ay)

) )

0 sin(ay cos(ay
a; € (0,7) U (m,2n)

Beweis. Induktion nach n = dim(V).
Firn = 1 giltdet(F) = +1.
Firn > 2 gilt:
Pr(t) = +Pi(t)----- Pi(1); P; € R[¢], deg(P;) = 1 oder 2
(Vergleiche Abschnitt iiber Polynome)
Fall 1: Eines der P; hat Grad 1. ((t — 1))
= F hat einen Eigenwert mit Eigenvektor v # 0.
SeiW =)= F(W)=W:F(v)=Av= F(av) = (ad)v (da Eigenwert = +1 # 0, da es
eine orthogonale Abbildung ist).
Fall 2: Alle P; haben Grad 2. Cayley-Hamilton = 0 = Pp(F) = P{(F) o --- o Pi(F). Wire

ker(P;(F)) = OVi = P{(F) o --- o Pi(F) injektiv 4
= Ji:ker(P;(F))#0=3v#0: P(F)(v) =0

P;(F) hat die Form #* + ta + b. Setze W := {{v, F(v)}).
Behauptung: F(W) c W,da 0 = P,(F)(v) = F(F(v)) + F(v)a +id(v) - b.

= F(F(v)) = —aF(v) —bve W

Es gilt auch: F(W) = W (da F orthogonal und dim(V) < co = F isomorphismus).
Fazit: Es existiert ein Untervektorraum W von V mit dim(W) = 1 oder 2 mit F(W) = W. O
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22 Lineare Algebra 1 vom 08.01.2009

Fortsetzung vom 16.12.2008:
Beweis. Induktion nach n = dim(V)
Wir hatten gezeigt: 3 Untervektorraum W < V mit dim(W) = 1 oder2und F(W) =W. O
Behauptung: F(W') = W+, zu zeigen: ve Wt = F(v) e W
vyw)y=0Vwe W

F)wy = (FFE), FH(w)) = F(w)) =0
F~—!ist orthogonal T

Wir konnen also F einschrianken:
Flys : Wt — W ist orthogonal

dim(Wh) <n—1

Laut Induktionsannahme: 3 Orthonormalbasis <7 von V, sodass M., (F|y.) die gewiinschte
Form besitzt.

Fall 1: dim(W) = 1: Seiv € W mit ||v|| = 1. Setze Z = o/ U {v}. Dann hat My4(F)
die gewiinschte Form, da F(V) = £1 - v (weil F orthogonal, W eindimensional, Linge muss
erhalten bleiben).

Fall 2: dim(W) = 2: Sei 2/’ eine Orthonormalbasis von W.

= M. (F|w) € O(2)

o Mo (Fly) = ( o) o)) oder ((Sonle) i)

~/ . -~/

Y

~
det=+1(Drehung) det=—1(Spiegelung)

Im ersten Fall setzen wir & := o/ U o',
Im zweiten Fall: Charakteristisches Polynom:

Pry (1) = det(( cos(a) — 1 sin(a) )

sin(@) —cos(a) —t
= 1* + tcos(a) — tcos(a) — (cos*(a) +sin*(a)) =r* — 1 = (t+ 1)(t — 1)

= 3 Orthonormalbasis 27" von W, sodass M »(F|y) = ( +(1) _(1) > (Spiegelung)

Bo=o A"
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22.1 Selbstadjungierte Endomorphismen

Definition 22.1. Ein Endomorphismus F : V — V heifit selbstadjugiert, wenn
(Fv),wy =W, F(W))¥Yv,weV

Lemma 22.2. v,V € V. Gilt (v,w) = V', w)¥w e V, dann ist v = '

Beweis.
—=V,wy=0weV

w=v—VvV=|p-V[=0

=v—V=0=v="

Behauptung: Sei F : V — V ein Endomorphismus, sei v € V.

W eV :WFw) =0 wiVweW

Beweis. Sei {vi,...,v,} eine Orthonormalbasis von V. Setze v* = > (v, F(v;))v;
W= Zﬁj v
<v*, W> = Z<v, F(v,-)> . <vl~, W> = Z<v, F(Vi)> . <Vi’Z:3jVj>
_ Z<v, F(v))- Z’Bj ipviy = Z@, F(v))B;

—
Sij

— (0 Y BF ) = 0, F(Y Bm)

——

=w

= v, F(w))
Lemma 22.3. = v* ist eindeutig durch den Vektor v bestimmt.
v* ist also eine wohldefinierte Funktion von v € V.
F*: V>V
vy
Fiir F* gilt: (v, F(w)) = (F*(v),w)¥Yv,w
F* ist linear (also ein Endomorphismus):
<F* (/llvl + /12\/2), W>
= </7.1V1 + Aoy, F(W)> = /1_1<V1, F(W)> + /1_2<V2, F(W)>
= L4(F*(v),w) + L(F*(v2), w)
= </l], F*(Vl) + /lQF*(Vz),W>VW eW
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Lemma 224. = F*(1v; + Avy) = L F*(vi) + LF*(v,)

O

Definition 22.5. F* ist der zu F adjungierte Endomorphismus bzgl (-, -) Also gilt: F ist selb-
stadjungiert < F* = F

lin.

Definition 22.6. F : V — V heif3t normal, wenn FF* = F*F

Beispiel: 1) unitdr = normal:
F*=F 'S FF*=FF'=id, =F 'F =F*'F
2) selbstadjungiert = normal:
F=F*= FF*=F>=F'F

Rechenregeln:
(F+G)" =F*"+G"

(AF)* = - F*
(GoF)* = F*oG*
(F*)=F
Matrixdarstellung von F* Sei % = {vy,...,v,} eine Orthonormalbasis fiir V. Sei (a;;) =

My (F), dh. F(v;) = X a;jvi. Wir wollen M»(F*) = (aj;) bestimmen:

Vs F(v)) = <Vk’zi: aijviy = Z‘ aij Vis Vi) = ay;
Oki

Ve F(vj)) = (F*(wi),vj) = <Z ayvi,vj) = Za_fl@ia Vi) =ak

* o .
Qi = Gij

My(F*) = 'M4(F)

Es folgt:
R : F selbstadjungiert = My4(F) symmetrisch

C : F selbstadjungiert = M4(F) hermitesch("A = A)
Lemma 22.7. F : V — V Endomorphismus, F normal
1. ker(F) = ker(F*)

2. eig(F,A) = eig(F*,A)
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Beweis. 1:
IFW)|[P = (F(v), F(v)) = (F*F(v),v) = (FF*(v),v) = (F**F*(v),v) = (F*(v), F*(v)) = [|[F*(v)|]
=F(v)=0<F*(v)=0
G =F — aid,
= G* = F* — 2id,

= (G normal

eig(F, A) = ker(G) = ker(G*) = eig(F*, Q)
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23 Lineare Algebra 1 vom 13.01.2009

F :V = Vlinear ,dim(V) =n < «©
(FF(v),w) = (v, F(w))
F selbstadjungiert < F = F* < (F(v),w) = (v, F(w))
= Fnormal < FF* = F*F
F normal = eig(F,1) = eig(F*, 1)
—— —_——
=ker(F—2-id) =ker(F*—-id)

Korrolar 23.1. F selbstadjungiert = alle Eigenwerte von F sind reell.

Beweis. Sei A ein Eigenwert von F mit Eigenvektor v,v # 0
v =F(@)=F*v) = v

v£0=1=1= 1R

23.1 Spektralsatz (Version 1)
(Spektrum(F) := { Eigenwerte von F })

lin.

F:V=YVdm(V) <w©
1)

trisch (selbstadjungiert, R ) .
{symme tisch (selbstadjungiert, R) = 7 eine ONB fiir V bestehend aus Eigenvektoren zu F

normal(C)

2)
3 eine Orthonormalbasis fiir V bestehend aus Eigenvektoren zu F' = normal

Beweis (1). C : charakteristisches Polynom Pr(t) zerféllt in Linearfaktoren
= 3 Eigenwert A mit Eigenvektor v, F(v) = Av, ||v|| = 1

R : Wir betrachten Pr(r) als komplexes Polynom. Als solches zerfillt es in Linearfaktoren.
Die Nullstellen sind wegen des Korollars reell.

= 3 Eigenwert € RA mit Eigenvektor v, ||v|| = 1
W= (v)*
Induktion nach n = dim(V),n = 1
dim(W) = n — 1
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Behauptung:
F(W)c W

zuzeigen

weWhy,wy=0"= Fw)=0
v E(w)) = CFH(v), w)
Z(F(v),w) = (v, wy = A {v,wy =0
~——

=0

£ Qv,w) = Av,w) =0

= Wir konnen F einschrinken: F| : W = W Endomorphismus, ist wieder selbstadjungiert
oder normal.

Induktionsannahme = 3 Orthonormalbasis {v,,...,v,} von W bestehend aus Eigenvektoren
von F|
= {v,v2,...,v,} eine Orthonormalbasis von V aus EV von F. |
—_
=W
Beweis (2). Sei {vi,...,v,} eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von F.

F(V,‘) :/L'V,',l': 1,...,1’1

F*F(V,') = F* (/l ,') = /l,F* (V,‘) = /L‘ZV,’

iV
FF* (W,) = F(/l,-vi) = ZF(VZ) = Z-/liv,-

FF* =F*F
Basis Z = {vi,...,v,} aus Eigenvektoren von F
A1 0
My(F) =
0 Ay
A 0
Myx(F*) ="My(F) =
0 2,

Korrolar 23.2. F selbstadjungiert (R) oder normal (C) = F diagonalisierbar
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23.2 Spektralsatz (Version 2)

F selbstadjungiert (R) oder normal (C).
Dann 3 orthogonale Projektionen E; : V = V mit folgenden Eigenschaften:

1. F=4LE +LE + -+ A4E, Ay, ..., A sind die paarweise verschiedenen Eigenwerte
von F (”Spektralzerlegung” von F)

2.d=E+E+ - -+E
3. EE;=0,i#j
Bemerkung 23.3. e E; Projektion = E? = E;

e Abstrakt: Eine Projektion E heift orthogonal, wenn E(v)L(I — E)(V)
Achtung: Eine orthogonale Projektion ist keine orthogonale Abbildung!
Beweis von Version 2. F diagonalisierbar

= V = @"_|eig(F, A;),v e V = 3! Zerlegung

V=v+Vv,+ -+ v, v €eig(FA)
Definiere E; : V = V mit E;(v) = v;.
Bild E;(V) = eig(F, A,)

LFW)=FWi+-+w)=F)+-+FW) =i+ + v = LE (v) + -+
/lkEk(V) = (/llEl + -+ /lkEk)(v)

2. Idyv)=v=vi+--+vw=EW)+ -+ E()=(E + -+ E)(v)

3. EEE;(v)=EO+---+_ 0 +---4+0+4+v;,+0+---40)=0
—— S~——

i#] i-te Stelle

Die E; sind orthogonal zueinander:

v; € eig(F, A;),v; € eig(F, A;),i # |

Aivis vy = (Aiyviy = (F*(vi), vy
=i, F(v)) = iy vy = Avi, v
(Ai = )i, vj) = 0= (v,v;) =0
——

#0
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Beispiel:
30 —1
A= 02 0 |: R’ =R’
-1 0 3 {+,-» kanonisches inneres Produkt

(symmetrisch, also selbstadjungiert) = Eigenwerte reell

Pa(t) = (1 =2)*(1 - 4)

EW(A) = {2,4}
1 0 —1
eig(A,2) = ker(A — 2I) xe R 00 0] x=0
-1 0 1
hat Basis
1 0
(o]t}
1 0
-1 0 -1
eig(A,4) = < x| 0 -2 0 |-x=0
-1 0 -1
hat Basis
—1
0
1
(Gram-Schmidt)-Orthogonalisierung:
Orthonormalbasis | |
V2 2
o], 1], 0
1 1
V2 V2
aus Eigenvektoren von A
1 1
vV
S = 0 1 0 |€O0(3)
L 0 L
V2 V2
(orthogonale Matrix)
200
Es gilt: 'SAS =S 'AS = 0 2 0
0 0 4
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24 Lineare Algebra 1 vom 15.01.2009

Beispiel (Fortsetzung):

30 —1
A= 02 O
-1 0 3
symmetrisch
EW(A) = {2,4}
Wir bestimmen die Spektralzerlegung von A:
A =2E, +4E,

Wir wissen:
E1+E2:I=>E2:I—E]

Einsetzen in die erste Gleichung:

1

L[ 43 0 1 L[ 101 30 3
Ei =3 0 4-2 0 J=51020]=]010
1 0 4-3 101 30 3
E; =E|
Ey=1-E =...

Wenn man A2 bestimmen will:
A? = (2E, +4E,)(2E, + 4E,)

=4E, + 16E,

24.1 Hauptachsentransformation

(= Diagonalisierung von Formen)
R( symmetr. Bilinearform )

R
V Vektorraum iiber ,s:VxV—> .
C C( Hermitesche Form)

Sei &7 eine Basis von V
= A = M%(S) = (aij)

aij = s(vi,v), & = {vi,...,va},n = dim(V)

Spektralsatz = Es existiert eine Orthonormalbasis sodass, wenn S die Spaltenvektoen der
Orthonormalbasis enthilt, gilt:

‘SAS = S 'AS = diag(1,...,4,)
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(Bei orthogonalen und unitiren Matrizen ist ‘'SAS = S ~'AS)

O(n)
Das €

U(n)
Wenn % eine Basis mit M, »(id,) = S ist, dann gilt M4(s) = 'S M, (s)S = diag(1,,...,1,)
Wir haben gezeigt: Es existiert eine Basis & = {wy,...,w,} von V sodass

S(W[, Wj) = /l,'é,’j \V/l,]
(Diese ganze Rechnung ist die Hauptachsentransformation, die {w;) heien Hauptachsen von

5)

b
Konkret: V = R", A sei eine reelle, symmetrische n x n-Matrix mit Rang m, b = Cle

by
R",ceR.

Definition 24.1. Eine Quadrik auf V ist eine Funktion Q(x) = "xAx+2'bx+c = 3, - a;jxix;+

X1
23 bix; + cmit x = : |eR”
Xn
e Substitution: x = Sy, wobei S eine orthogonale Matrix ist mit’SAS = diag(4,...,4,,0,...

(diese Dreh-Matrix ergibt sich aus dem Spektralsatz)
Q0 ="(Sy)A(Sy) +2'bSy+c="y('SAS)y+2' ('Sh)y+ ¢
— ——

diag ==b

/l,-y? + 225[}7[ +c

i=1

|
I[P

e 2. Substitution; z; = { "+‘A_,: firl <i<m
firm<i<n
- b; L b
ngﬂt,(z,——l)%rz;b,-(zi—I 2[;1bz,+c
b, b me
:;/L(zlz—ZZz, ﬂf) ;b —2Z—+2l;+1bz,+c
m m m 12 m m 12 n
=Zalz$—22b,z,+2—’+225izi—22%+2 RN

i=1 i=1 i=1 """ i=1 i=1 """ i=m+1
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a ap
A jrm—
ap axn

O(x)(x1,x) = a“x% + 2a1x1% + 6122)6% +2bix; +2byxy + ¢

Beispiel: n =2

Wir haben gezeigt durch Drehung und Verschiebung hat Q(x;, x,) folgende Form:

Fall m = 2:
0= /112% + ﬂzZ% +c

(kanonische Form fiir Quadrik in der Ebene, wir erhalten eine Ellipse/Hyperbel)

2 2

X y
2!
oy
a b
Fall m = 1:
Q=02 +2byrr + ¢
= Parabel

24.2 Die Signatur

Definition 24.2. Sei A eine symmetrische, reelle n x n-Matrix:
s(x,y) ="xAy

x,yeR"=V
=s5:VxV->R

symmetrische Bilinearform
Die Signatur o (s) von s ist

-

o (s) = ( Anzahl der positiven Eigenwerte mit Vielfachheit von A) —

Y
=da4

( Anzahl der negativen Eigenwerte mit Vielfachheit von A)

~/

Y
=a_

Rg(s) =Rg(A) =a; +a_

106



24.2  Die Signatur 24 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 15.01.2009

-(40)

s(x,y) = "xy (kanonisches inneres Produkt auf der Ebene R?)

Beispiel: dim =2

o(s) = 2 (zwei positive Eigenwerte, keine negativen Eigenwerte)
11
zB.§ = ( 0 1 )
1 0 11 11
t _ —
sas=(1 1) (o1)=(12)

Eigenwerte, o von 'S AS?
I —1 1 5 5
det( L 2 =(1-02—-t)—-1=2-3t+r—-1=¢r-3t+1=0

9—-4 3+ 45
+ = _2\f (Eigenwert von 'SAS)

| W

= Die Eigenwerte dndern sich.
Aber: /5 < 3 = Die beiden Eigenwerte sind immernoch positiv.

s'(x,y) = "x('SAS )y = o(s') = 2 = o (s)

Satz 24.3 (Trigheitssatz von Sylvester:).
n:VxV->R
n = dim(V)

symmetrische Bilinearform, <7y, </ Basen von V

Dann haben M (s) und M (s) die gleiche Anzahl von positiven Eigenwerten, die gleiche
Anzahl von negativen Eigenwerten und die gleiche Signatur und den gleichen Rang.

Beweis. Hauptachsentransformation = es existieren Basen %, %,, sodass:
My, (s) = diag und M4, (s) hat die gleichen Eigenwerte wie M, (s)

My, (s) = diag und M, (s) hat die gleichen Eigenwerte wie M, (s)

By ={v,... VWi, Wap ), sodass gilt

s(vi,v:") > 0, s(w;,w;) < 0und sonst =0

1
+ .
B = {u] ,...,uj,w’l, ) ..,w;hp,}, sodass gilt
s(u, u) > 0, s(wj,w") < 0undsonst =0

Setze V* = (v',...,vy ), dim(V*) = p, Weo = W, owl,_ ), dim(Weo) =n — p'.
Behauptung:
VinWe = {0}
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Angenommen es existierteinv e V¥ n Weg,v # 0. v = Y 4y =, W' (A; nicht alle 0).

s0) = (AT T) = SR ) = T AP ) =
bJ R,—/

>0
v) = > fps(wh,w Z |/utl|2 W,,W)
b >0 <0
= Widerspruch zur Behauptung
dim(V* @ W) = dim(V") + dim(Wg) = p+ (n — p') < dim(V) = n
p<p

Setze U™ = (u/,...,uy), dim(U") = p', W,y = (wi,..., W,_,)
Analog wie vorhin erhdlt man p > p/ O
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25 Lineare Algebra 1 vom 20.01.2009

25.1 Funktionalkalkil fiar normale Endomorphismen

Vektorraum V iiber C, dim(V) < o0, A : V — V normal.

Gegeben sie Funktion f : C — C durch eine Potenzreihe f(z) = >, ,a,z" von der wir
annehmen, dass sie iiberall in C konvergiert.

(a, € C) (f ist "analytisch” oder “holomorph™)

Beispiel:
e¢] l .
ﬂ@zgkﬁ
- 1 1
cos(x) + isin(x) = € = Z —(ix)" = Z — 1"
n n!

Wir wollen f(A) == >""  a,A" berechnen.
Spektralsatz = es existiert eine Spektralzerlegung

A=NLE +LE, + -+ L4E;
(4 paarweise verschiedene Eigenwerte, E orthogonale Projektionen)
E; =E,EE;=0(i # j)

I=E + -+ E
o]

FA) =D a(ME + -+ LE)"

n=0
E} +) Ad; EE,
T oy ——
=L =0

n=2:(LE + -+ L4E) =Y X1

= > XE

Induktion:
(ME) + -+ L4E)" = AE| + LE, + -+ - + LE
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0

o0
FA) =D a(XE + - + E,) = Z a)E + -+ (] an A} Ey

n=0 n=0
= f(MW)E| + -+ f(AW)E;
fA) = f(W)E + - + f(A)Ex
25.1.1 Anwendung: Leonorda da Pisa (genannt "Fibonacci”)

Fo=0,F =1,Fr,=F +F,=0,1,1,2,3,5,8,13,21,... (Fibonacci — Zahlen)

Aufgabe: Finde eine geschlossene Form fiir die Fibonacci-Zahlen!

F
“ (")

k=0,1,2,
{ Firo\ _( FimntFcy _ (11 Fror )
Uk+1_(Fk+1)_( Fk+1)_ (1 0 Fy = A

Wir miissen A¥ bestimmen.

f2) =
det(A — AI) = det ( f i) =2 -21-1=0

1+ /5
L= —
A:/1+E++17E7
[=E,+E_
A_/l_I: (AJ’__A_)E_A'_
1
SE, = (A1)
L =2
1
= E = (A— A1)
A — A,

A= fA) = fFAE. + fQ)E =2 E, + ' E_
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k k

+ -

= A—A_1)+ A— A1
11— 1 1

/lk _ /lk

(Akl/t())g = ks —

— Ay — A

=F} ~—

— L (B (155

(Formel von Binet)

i P AT (1 <1)_ﬂ 1+ W5
k=0 Fy A (1— < 1) N 2

”goldener Schnitt”

Definition 25.1. Wir nehmen zwei Abschnitte a, b. Der goldene Schnitt definiert sich durch
a _ ath _ a _ 145
2

b a b
F F F 1 1 1 14+ 5
k42 Fkr kg 14 14 L V5
Fk+1 Fk+l M % 1+ 1} 2
Fi Fi Tk

Weitere Anwendung des Spektralsatzes:

25.2 Der Rayleighquotient

Sei A : V — V selbstadjungiert. = Alle Eigenwerte reell.
Wir wollen eine Alternative zum charakteristischen Polynom besprechen um den kleinsten
Eigenwert von A bestimmen zu konnen.

Definition 25.2. (v AV
v, Av
=R
<V, V> A (V)
heiBt Rayleigh-Quotient (v € V,v # 0)
Spektralsatz = es existiert eine Orthonormalbasis {vi,...,v,} fir V mit Av; = A;v; (4; die

Eigenwerte von A)

Vv = Zaivi
_ (v, Av) _ Quawi AY av) _ 2
wyv) Qlawi 2y ~—~— 3|

Orthonormal.

RA(v)
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(ein gewichtetes Mittel, Gewichte sind die Eigenwerte)
Sei A, der kleinste Eigenwert

Auin D [ = D i Amin <7 Jail A
=0
a; 2/1[
Amin < —ZZ| |a|_|2 = R4 (v)

Andererseits: Angenommen Ay, = 4;,

1,i=1 ) . . ) .
Setze a; = { . Dies definiert ein v mit A, = Ry (v) = Amin = Min,40,evRa (V)

0,i # i
Beispiel:
2 —1 )
A={ | (symmetrisch)
2 — 1 X . 2 2
w3 3) ()2 -nen
2(x* —xy +°)
Ra(x,y) = e
. 2(x* — xy + %)
Amin = MmN x,y)£(0,0) 2+ y2
(Ab hier brauchen wir Stoff aus Ana2 (mehrere Verdnderliche))
Gradient
0
— =0
ox
0
— =0
0y

=y =x(Rsa(x,x) =1 = Ain = 1) oder y = —x(R,(x, —x) =3 = Apin = 3)
einfacher in diesem Fall:

Pit)=r—4t+3=0=1=1,3
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26 Lineare Algebra 1 vom 22.01.2009

26.1 Mehr zur Signatur

“Trick” zur Berechnung der Signatur einer symmetrischen nicht-singulidren, reellen n x n-
Matrix A

1 2 3

A= 2 2 3

33 3
. ) ) 1 2
Wir betrachten zuerst A; mit ( 1 ), dann A, mit 2 9 etc.

Annahme: Alle A; sind nichtsingulir.

Satz 26.1.
o (A) = sgn(A), +#(Vorzeichen det(A,) = det(Ay ) dndert sich nicht)—#(Vorzeichen dndert sich)

Beweis. Induktion nach n.
Induktionsanfang n = 1:
A= Al,O'(Al) = Sgl’l(Al)

Induktionsannahme: Die Formel ist korrekt fiir alle (n — 1) x (n — 1)-Matrizen
Induktionsschritt: n > 2

T eOn—1)
P, 0
tT-An_l-T: P n (pl>0,l’l]<0)
1
0 n;
Setze T' = ( 7(; (1) >, eine n x n-Matrix
T' € O(n)
P, 0 Bi
T AT = : = B

0 m) B
ﬁl"'ﬁﬂ*l ﬁn
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—B1/p1
1 1 0 : P, 0

—fBx/ Pk

Setze S = —Brr1/m = 'SBS =
0 1 : "

: 0 A

_ﬁnfl/nl

0...0 1

det(S) =1

Da'T’ = (T")7! gilt:
det(A) = det(B) = det(diag(pi,...,n,d)) =py---- n - A

det(A,_,) = det(diag(py,....,n)) =p1 -+ -m
A # 0 da sonst det(A) = 0 wire.

Fall 1 > 0: Beidet(A, ;) = det(A) kein Vorzeichenwechsel, da A > 0.

——
=A,

Zu zeigen: o(A) = o(A,_1) + 1

o(A = o(B = =k+1)—Il=0(A—1)+1

Trigheitssatz Trigheitssatz 1

Fall 1 < 0: Beidet(A, ;) = det(A,) dndert sich das Vorzeichen.
Zu zeigen: 0(A) = 0 (A,_1) — 1

P,
oc(A)=0(B) =0 =k—(I+1)=0(A, 1) —1
A
O
Beispiel:
2 1
of| 1 1 |=?
0 1

det(Az)zdet<? ;>=3>0

2 1 2 1
det(A3)=2det( 2)—1det<0 1>=4>0

1
=0(A)=+1+2=43
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Wann ist o = 0?

Definition 26.2. Sei (-,-),V x V — R eine symmetrische, nichtsingulire Bilinearform.
Ein Untervektorraum L < V heif}t isotrop, wenn:

1. <ll,l2> = OVll,lz eL

2. dim(L) > 1 dim(V)

L
2

Beispiel:

(a1, 02), (1,32)) 3= (31 0) ( 0l ) . ( " )

L:=R-(1,0) = R? = Vistisotrop, denn:
(@,0),(5,0)) = a-0+0-b=0Va,b

Lemma 26.3. (-, -) nicht singuliir = det(M»({-,-)) #0

=>det<(: :)zo

Die Matrix hat links oben einen Block von Nullen mit k Zeilen und [ Spalten.

Lemma 26.4. Seik+1[1>n

Beweis. Induktion nach n.
Induktionsanfangn = 1: k+ 1> 1=k =1[1= 1= Matrix = ( 0 ) = det=0

Induktionsschritt n > 2:
0 0

Ai+1
det

Laplace-Entwicklung nach der 1. Spalte:

= ar 1 (=D det(Ary ) + -+ a,(—1)" det(A,)

A = (3 : > isteine (n — 1) x (n — 1)-Matrix, der Nullblock links oben hat nur noch / — 1

Spalten, aber immernoch k Zeilen.

k+(I—1)>n—1=det(A;)) =0Vi

Definition 26.5. L — V isotrop.
LT ={veV|(yl)=0VlelL}

= Lc L+
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Proposition 26.6.

Beweis. n = dim(V), k = dim(L)

Wihle Basen:

{l,...,I;} von L.

{l], ey lk’vk—i-l’ ey Vl} von LJ‘

B = {ll,...,lk,vk+1,...,vl,wl,...,w,,} von V.

<ll,ll> <ll,lk> <11,Vk+1> <ll,vl> <l,W>
=0 =0 =0 =0
Moy((5) = P : S :
Al oo ol vy oo ovyp ow)
=0 =0 =0 =0

(M 4 ist eine k x [-Matrix.)
Angenommen [ > k:

k+l>2k>2-g=n
k+1l>n
Lemma 26.4 = det(M»({-,-))) =0
Lemma 26.3 = (., -) ist singuldr, Widerspruch O
AuBerdem: Angenommen dim(L) > §
0 «
maen = (0 7)
k+1=2k>n

Lemma 26.4 = det(M) = 0 = (-, -) singuldr, Widerspruch
1
= dim(L) = 3 dim(V), dim(V) gerade

Lemma 26.7. Sei L < V isotrop, sei {ly,...,Ii} eine Basis von L. Dann existiert {I},...,[¢}
mit

1AL, ..., I 1},....1[;} Basisvon 'V
2. {11 = 6

Bemerkung 26.8.
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L= L' = (I, e;)); ist nichtsinguléir
Sei (a;;);j die zu ({l;, e;)); ; inverse Matrix.

*® .
li = Za',-jej
J

Satz 26.9.

3 isotroper Untervektorraum < o ({-,-)) =0

0

Beweis. ”=")Lemma 26.7 = 39 sodass M 4({-, -)) = ( I
k

I: ) mit einem k x k-Nullblock

Ersetze die i;f durch l;’?-(Linearkombination der [)
0 I . 01
:>(Ik 0)=>d1ag((1 0))
01
< 1 0 ) =0=0

’9¢’9)
Mggzdlag(pl,...,pk,@,...,fg)
X k
Pi>0,l’lj<0
1
\/Fi pl
1
.v]
v/ |nj]
= diag(+1,...,+1,—1,...,—1)
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