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1 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 07.10.2008

1 Lineare Algebra 1 vom 07.10.2008

1.1 Mengen

endliche Mengen: tx1, x2, x3, ...xnu, Ordnung der Elemente irrelevant
xi � x j erlaubt
Bsp: t1, 2u � t2, 1u � t1, 1, 2u

unendliche Mengen: .

• N B t0, 1, 2, ...u (natürliche Zahlen)

• Z B t0,�1,�2, ...u (ganze Zahlen)

• Q B t p
q |p, q P Z, q , 0u (rationale Zahlen)

• R = Grenzwerte von Folgen rationaler Zahlen (reelle Zahlen)

• C (komplexe Zahlen)

1.1.1 Widerspruchsbeweis

Angenommen ?
2 � p

q
, p, q P Z

ggt(p,q)=1

Beweis.
2q2 � p2 ñ p2 gerade ñ p gerade ñ p � 2m,m P Z

2q2 � 4m2

q2 � 2m2 ñ q2 gerade ñ q gerade ñ q � 2m,m P Z
�

1.1.2 Teilmengen

A � B � @x : x P A ñ x P B

A � B ô pA � B^ B � Aq

1.1.3 Vereinigung

AY B B tx|x P A_ x P Bu
Allgemeiner: Ai, i P I, I ist die Indexmenge (z.B. I � t1, 2, 3u)¤

iPI

Ai B tx|Di P I : x P Aiu

1



1.1 Mengen 1 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 07.10.2008

1.1.4 Durchschnitte

AX B B tx|x P A^ x P Bu£
iPI

Ai B tx|@i P I : x P Aiu

Beispiel: £
nPN
tx P R| � 1

n� 1
  x   1

n� 1
u � t0u

£
nPN
tx P R|0   x   1

n� 1
u � H

1.1.5 Differenzmenge

A � B

B� A B BzA B tx|x P B, x < Au

1.1.6 Kartesische Produkt

Geordnete Paare (Reihenfolge relevant): a, a1 P A, b, b1 P B

pa, bq � pa1, b1q ô a � a1 ^ b � b1

A� B B tpa, bq|a P A, b P Bu
Beispiel:

ta, b, cu � t1, 2u
� tpa, 1q, pb, 1q, pc, 1q, pa, 2q, pb, 2q, pc, 2qu

Beispiel 2:
R2 B R� R, eine zweidimensionale Ebene

R3 B R2 � R

Rn B Rn�1 � R

1.1.7 Abbildungen

Seien X,Y Mengen

Definition 1.1. Eine Abbildung f von X nach Y ist eine Vorschrift, die jedem Element x von
X genau ein Element f pxq von Y zuordnet.

2



1.1 Mengen 1 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 07.10.2008

Schreibweisen:
f : X Ñ Y

x ÞÑ f pxq
f pxq ist das Bild von x unter f , X heißt Definitionsbereich von f , y heißt Wertebereich von f

Definition 1.2. f pXq B t f pxq|x P Xu heißt Bild von f

B � Y , f�1pBq B tx P X| f pxq P Bu ist das Urbild von B unter f

3



2 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 09.10.2008

2 Lineare Algebra 1 vom 09.10.2008

2.1 Abbildungen

f : X Ñ Y

Definition 2.1. f ist surjektiv, wenn f pXq � Y (wenn jeder Wert auch als Bild auftritt)

Definition 2.2. f ist injektiv, wenn @x1, x2 P X : f px1q � f px2q ñ x1 � x2 (zwei ver-
schiedene Werte müssen auf zwei verschiedene Bilder abgebildet werden)

Definition 2.3. f ist bijektiv (eine Bijektion), wenn f surjektiv und injektiv ist.

Beispiele:

•

X � tx1, x2, x3, x4u,Y � ty1, y2, y3, y4u
x1 ÞÑ y1

x2 ÞÑ y1

x3 ÞÑ y3

x4 ÞÑ y4

ñ nicht surjektiv (y2 ist nicht zugeordnet), nicht injektiv

• RÑ R, x ÞÑ x2, f pxq � x2

Ñ nicht surjektiv, nicht injektiv

• x : r0,8q Ñ R (ist dasselbe wie tx P R|x ¥ 0u)
Ñ nicht surjektiv, aber injektiv

• x : r0,8q Ñ r0,8q
Ñ Bijektion

• Die Identitätsabbildung auf X Ñ X, nämlich idpxq � x @x P X ist immer eine Bijektion.

Sei f : X Ñ Y eine Bijektion.

y P Y. f�1ptyuq � txu, x P X

Wir setzen
f�1puq B x

und erhalten so eine Abbildung f�1 : Y Ñ X
f�1 heißt die Umkehrabbildung von f

4



2.2 Die Komposition (Zusammensetzung) von Abbildungen2 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 09.10.2008

2.2 Die Komposition (Zusammensetzung) von Abbildungen

f : X Ñ Y, g : Y Ñ Z

Definitionsbereich der zweiten Funktion muss dem Wertebereich der ersten entsprechen, sonst
kann man die Funktionen nicht zusammensetzen.

Definition 2.4.
g � f : X Ñ Y

pg � f qpxq B gp f pxqq
= ist assoziativ, jedoch nicht kommutativ: f � g , g � f , Beispiel:

f pxq � x2, gpxq � x � 1

pg � f qpxq � gp f pxqq � gpx2q � x2 � 1

p f � gqpxq � f pgpxqq � f px � 1q � px � 1q2

f : X Bi jÝÑ Y,Y f�1ÝÝÑ X

f�1 � f � idx, f � f�1 � idy

2.3 Gruppe

pZ,�q,� : Z� ZÑ Z
(d.h., Plus ist eine Abbildung)
+ ist assoziativ, kommutativ.
D Element 0 P Z (neutrales Element)
@n P ZD � n P Z sodass n� p�nq � 0 � p�nq � n (inverses Element)

Sei M eine Menge.
S pMq B t f : M Ñ M| f Bijektivu

”Symmetrien” von M.

pS pMq, �q : � : S pMq � S pMq Ñ S pMq
� ist assoziativ, nicht kommutativ
idM (Identität) ist ein neutrales Element: f � idM � f � idM � f

Definition 2.5. Eine Gruppe ist ein Paar pG, �q, wobei G eine Menge ist, � : G � G Ñ G,
pg, hq ÞÑ g � h, sodass gilt:

1. � ist assoziativ: pg � hq � k � g � ph � kq

5



2.3 Gruppe 2 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 09.10.2008

2. De P G : @g P G : g � e � g � e � g (neutrales Element)

3. @g P GDg�1 P G : g � g�1 � e � g�1 � g (inverses Element)

Bemerkung 2.6. 1. e ist eindeutig: Angenommen, e1 ist auch neutral. ñ e � e � e1 � e1

2. Die Forderung g�1 � g � e ist redundant: y B g�1 � g � g�1 � e � g � g�1 � pg � g�1q � g �
pg�1gq � pg�1gq � y � y � y2

e � yy�1 � y2y�1 � y � pyy�1q � y � e � y � g�1 � g

3. Für gegebenes g ist auch g�1 eindeutig: Angenommen, g�1, g1 sind beide invers zu g:
gg1 � e � gg�1

g�1gg1 � g�1gg�1 ñ g1 � g�1

4. Auch g � e � g redundant

5. pabq�1 � b�1 � a�1 (multiplizieren und Reihenfolge umdrehen)

Beispiele:
pZ,�q ist eine Gruppe
pS pMq, �q ist eine Gruppe
pQ,�q, pR,�q,Q� � Q� t0u, pQ�, �q Gruppe

Terminologie: Eine Gruppe heißt abelsch, wenn die �-Operation kommutativ ist (g � h � h �
g@g, h P G).
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2.4 Körper 2 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 09.10.2008

2.4 Körper

Definition 2.7. Ein Körper ist ein Tripel pK,�, �q, wobei K eine Menge ist, � eine Abbildung
K � K Ñ K, ebenso � : K � K Ñ K, sodass:

1. pK,�q ist eine abelsche Gruppe, genannt additive Gruppe des Körpers (pK, �q ist die
multiplikative Gruppe)

2. � lässt sich einschränken zu einer Abb. �K� � K� Ñ K� mit K� � K � t0u, pK�,�q ist
eine abelsche Gruppe

3. Distributivgesetz: a � pb� cq � a � b� a � c und pa� bq � c � a � c� b � cq @a, b, c, P K

Beispiel: pQ,�, �q und pR,�, �q
Notation: pK,�, �q: 0 B = neutrales Element für l+
1 B = neutrales Element für �
�a B inverses Element zu a bzgl �
a�1 B inverses Element zu a bzgl � (a , 0)
a� b B a� p�bq
a
b B a � b�1pb , 0q

Bemerkungen:

1. pa�0q � 0, Beweis: a�0 � a�p0�0q � a�0�a�0,�pa�0q�pa�0q � �pa�0q�a�0�a�0 ñ
0 � 0� a � 0

7



3 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 14.10.2008

3 Lineare Algebra 1 vom 14.10.2008

pK,�, �q Körper

Bem.: Ein Körper hat immer min. zwei Elemente (0 und 1).

3.0.1 Rechenregeln

• a � 0 � 0
0 � a � p0� 0q � a � 0� a � 0
p�a0q � a0 � �a0� a0� a0 � a0

• Nullteilerfreiheit: Ist a � b � 0, dann a � 0 oder b � 0
Beweis: a � b � 0. Wenn a � 0, fertig. Sei a , 0 ñ a P K� ñ Da�1 P K�

0 � a�1 � 0 � a�1 � pa � bq � pa�1 � aq � b � 1 � b � b

• �pa � bq � a � p�bq a � b� a � p�bq � a � pb� p�bqq � a � 0 � 0

3.0.2 Beispiele

QpQ,�, �q,RpR,�, �q sind Körper

pZ,�, �q ist kein Körper:
1 P Z muss das multiplikative neutrale Element sein. 2 P Z�. 2n � 1. Gleichung nicht lösbar
ñ kein Körper

Körperstruktur auf R2:
� : px1, x2q, py1, y2q P R2

px1, x2q � py1, y2q B px1 � y2, x2 � y3q ¡
pR2,�q ist eine abelsche Gruppe. Neutrales Element ist p0, 0q. Inverses Element ist�px1, x2q �
p�x1,�x2q

px1, x2q � py1, y2q B px1y1d � x2y2, x1y2 � x2y1q
px1, x2q � p1, 0q � px1, x2q ñ 1 � p1, 0q

px1, x2q�1 � p x1

x2
1 � x2

2

,
�x2

x2
1 � x2

2

q

px1, x2q � p x1

x2
1 � x2

2

,
�x2

x2
1 � x2

2

q

� p x2
1

x2
1 � x2

2

� �x2
2

x2
1 � x2

2

,
�x1x2 � x1x2

x2
1 � x2

2

q � p1, 0q

ñ pR2,�, �q ist ein Körper

Definition 3.1. pR2,�, �q ist der Körper der komplexen Zahlen C
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3.1 Vektorraum 3 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 14.10.2008

Definition 3.2. i B p0, 1q (imaginäre Einheit)

i2 � p0, 1q � p0, 1q � p�1, 0q � �1

R � C : x ÞÑ px, 0q

x1 � ix2px1, x2 P Rq � px1, 0q � p0, 1q � px2, 0q � px1, 0q � p0, x2q � px1, x2q
kunjugiert komplexe Zahlen: z � x1 � ix2 P C, dann Z B x1 � ix2

Definition 3.3. Repx1 � ix2q � x1 (Realteil), Impx1 � ix2q � x2 (Imaginärteil)

Es gilt: z� w � z� wpz,w P Cq und zw � z � w.

z � z � px1 � ix2qpx1 � ix2q � x2
1 � x2

2

Definition 3.4. |z| B ?
zz �

b
x2

1 � x2
2

3.0.3 Körper mit genau 2 Elementen

Der Körper F2 mit 2 Elementen: F2 � t0, 1u
+ 0 1
0 0 1
1 1 0
� 0 1
0 0 0
1 0 1

Zu jeder Primzahl p existiert ein Körper Fp mit p Elementen.

3.1 Vektorraum

Definition 3.5. Sei K ein Körper. Ein K-Vektorraum ist ein Tripel pV,�, �q, wobei V eine
Menge ist.
� : V � V Ñ V , geschrieben pv,wq ÞÑ v� w
� : K � V Ñ V , geschrieben pλ, vq ÞÑ λ � v
sodass:

1. pV,�q ist eine abelsche Gruppe.

2. @λ, µ P K (griechische Buchstaben für Körper-Elemente) und v,w P V (Vektorraumele-
mente):
pλ� µq � v � λ � v� µ � v

3. λ � pv� wq � λ � v� λ � w

9
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4. pλ � µq � v � λ � pµ � vq
5. 1 � v � v

Vorsicht: � mit Elementen aus K ist das � in K, ansonsten ist es � in V . Ebenso für �.

Terminologie:

• Die Elemente von V heißen Vektoren.

• Die Multiplikation � : K � V Ñ V heißt Skalarmultiplikation

• K heißt Skalarkörper

Beispiele:
V B Kn B K � K � K...� K

px1, x2, ..., xnq, py1, ..., ynq P Kn

x � y B px1 � y1, x2 � y2, ..., xn � ynq
λ P K : λ � x B pλx1, λx2, ..., λxnq

ñ pKn,�, �q ist ein Vektorraum (VR), genauer gesagt ein K-Vektorraum

pRn,�, �q, pCn,�, �q
Andere Vektorräume: Wir betrachten zwei reelle Zahlen a   b:

C ra, bs B t f : ra, bs ÞÑ R| f stetigupK � Rq
� : p f � gqpxq B f pxq � gpxq, 0
� : pλ � f qpxq � λ � f pxq P Rpλ P Rq

f � g, λ � f sind stetig.
ñ pC ra, bs,�, �q ist im R-VR.

V B tAlle Polynome p mit reellen Koeffizienten und Grad ¤ 3u
p, q P V : ppxq � a0 � a1x � a2x2 � a3x3, ebenso qpxq � b0 � b1x � b2x2 � b3x3

pp� qqpxq B ppxq � qpxq
pp� qqpxq � pa0 � b0q � pa1 � b1q � x � pa2 � b2qx2 � pa3b3qx3

λ � p � pλa0q � pλa1qx � pλa2qx2 � pλa3qx3

Alle Lösungen der Differenzialgleichung d2y
dt2 � y � 0 bilden einen Vektorraum.

Seien y1, y2 Lösungen, so gilt:

d2py1 � y2q
dt2 � py1 � y2q � d2y1

dt2 � d2y2

dt2 � y1 � y2 � pd2y1

dt2 � y1q � pd2y2

dt2 � y2q � 0

10
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Ebenso verhält es sich mit dem Skalarprodukt:

λ P R.d
2pλy1q
dt2 � pλy1q � λ

d2y1

dt2 � λy1 � λ � pd2y1

dt2 � y1q � λ0 � 0

Beispiele für Lösungen:
y1 � sinptq
y2 � cosptq

ñ λ sinptq � µ cosptq Lösungen @λ, µ P R

11
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4 Lineare Algebra 1 vom 16.10.2008

4.1 Vollständige Induktion

Seien Apnq Aussagen, die von einer natürlichen Zahl n abhängen.
Ap0q und p@n P N : pApnq ñ Apn� 1qqq ñ p@n P N; Apnqq
Beispiel:

Apnq � n2 � 2n� 1 ¥ 0n

Induktionsanfang:
Ap0q � 02 � 2 � 0� 1 ¥ 0

Induktionsannahme: n2 � 2n� 1 ¥ 0 gilt

Induktionsschritt (zeigen, dass die Aussage auch für n� 1 gilt):

pn� 1q2 � 2pn� 1q � 1 ¥ 0

ô pn2 � 2n� 1q � 2n� 2� 1 ¥ 0

ô pn2 � 2n� 1q � p2n� 1q ¥ 0

Aus der Annahme wissen wir, dass pn2�2n�1q ¥ 0. Der einzige Fall, bei dem der Ausdruck
nun nicht ¥ 0 sein kann, ist n � 0, den haben wir aber vorhin schon behandelt.

4.2 Untervektorräume

Sei V ein K-Vektorraum.

Definition 4.1. Sei W � V eine Teilmenge. W heißt Untervektorraum (UVR) von V , wenn
gilt:

1. 0 P W

2. @v,w P V : v,w P W ñ v� w P W (abgeschlossen bezüglich der Addition)

3. @v P V : v P W ñ λv P W@λ P K (abgeschlossen bezüglich der Skalarmultiplikation)

pW,�, �q ist wieder ein K-Vektorraum. Geometrisch gesehen ist ein Untervektorraum eine
Gerade, die durch den Ursprung geht (da er immer den 0-Vektor enthält).

Beispiel: t0u � V und V � V ist ein Untervektorraum.

K � R,V � R2. Wähle λ, µ P R. Setze W B tpx1, x2q P R2|λx1�µx2 � 0u � V . Behauptung:
W ist ein Untervektorraum.

12
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Beweis.

1. Zu zeigen:
0 P W

px1, x2q � p0, 0q � 0

λ0� µ0 � 0 ñ p0, 0q P W

2. Zu zeigen: px1, x2q, py1, y2q P W ñ px1, x2q � py1, y2q P W :

λpx1 � y1q � µpx2 � y2q � pλx1 � µx2q � pλy1 � µy2q � 0� 0 � 0

(wegen der Definition von W)

3. Zu zeigen:
λ1 P R, px1, x2q P W Ñ λ1px1, x2q P W : pλ1x1, λ

1x2q
λpλ1x1q � µpλ1x2q � λ1pλx1 � µx2q � λ1 � 0 � 0

�

ñ W � V ist ein Untervektorraum.

Sei V ein K-Vektorraum. Sei tv1, . . . , vku � V eine Teilmenge.

W B tλ1v1 � λ2v2 � � � � � λkvk|λi P K@iu
(eine solche Summe nennt man Linearkombination der Vektoren v1 bis vk)
Für diesen Ausdruck schreibt man auch gern:

ķ

i�1

λivi

W � V ein Untervektorraum.

Definition 4.2. xv1, . . . , vky B W ist der von den Vektoren v1, . . . , vk aufgespannte Untervek-
torraum

z.B.: V � R3. xp1, 0, 0q, p0, 1, 0qy � x1, x2-Ebene. oder xp0, 1, 0q, p0, 0, 1qy � x2x3-Ebene.

Beispiel:
C pa, bq

C 1pa, bq B t f P C pa, bq| f differenzierbaru
(z.B. |x| ist nicht differenzierbar (=ableitbar) in Punkt 0)
C 1 � C ist ein Untervektorraum.

13
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Beweis.

1. 0 muss in C 1 liegen:
0 P C 1

2. Liegt auch die Summe in C 1?

f , g differenzierbar ñ f � g differenzierbar

3. Liegt auch das Produkt in C 1?

λ P R, f differenzierbar ñ λ f differenzierbar

�

C 2 alle Funktionen, die stetig sind und zweimal differenzierbar sind (die Stammfunktion der
Betragsfunktion ist einmal differenzierbar, aber nicht zweimal).

. . .C 3 � C 2 � C 1

Lemma 4.3. Seien Wi � V Untervektorräume, i P I, dann ist
�

iPI Wi � V ein Untervektor-
raum.

Beweis.
0 P Wi@i ñ 0 P XWi

Zu zeigen: v� w P XWi v,w P XWi heißt v,w P Wi@i ñ v� w P Wi@i ñ v� w P XWi

v P XWi, λ P K. Zu zeigen: λ � v P XWi

ñ v P Wi@i ñ λv P Wi@i

�

Vorsicht: Dies gilt nicht für die Vereinigung!
W1,W2UVR ñ W1 YW2 kein UVR (im Allgemeinen)
Beispiel:
V � R2, x-Achse als W1, y-Achse als W2, wenn man sich jetzt einen Punkt w und v auf W2

bzw W1 nimmt, so ist die Vereinigung das Kreuz auf der Achse, v� w jedoch liegt außerhalb.

Lemma 4.4. Sei tv1, . . . , vku � V und W � V ein UVR mit tv1, . . . , vku � W, dann gilt
xv1, . . . , vky � W.

14
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Beweis. Wir müssen zeigen, dass jede Linearkombination λ1v1 � � � � � λkvk in W liegt.

v1 P W
W UVRñ λ1v1 P W

v2 P W ñ λwv2 P W

vk P W ñ λkvk P W

Da ein Untervektorraum abgeschlossen ist bezüglich der Addition:

λ1v1 � λ2v2 P W

usw.:
λ1v1 � λ2v2 � � � � � λkvk P W

Folgerung:
xv1, . . . , vky � XtW � V|tv1, . . . , vku � Wu

(Der aufgespannte Teilraum ist der kleinste Untervektorraum, der die Vektoren v1 bis vk

enthält) �

4.3 linear unabhängig

Definition 4.5. Eine Teilmenge tv1, . . . , vku � V (V ist ein K-Vektorraum) heißt linear un-
abhängig (l.u.), wenn:

@λ1, . . . , λk P K : λ1v1 � � � � � λkvk � 0 ñ λi � 0@1 ¤ i ¤ k

Beispiel:
V � K1.tv1u � t0u ist linear abhängig (l.a.), d.h. nicht linear unabhängig.
1 � v1 � 1 � 0 � 0, aber λ1 � 1 , 0

Beispiel 2:
V � R2, tv1u � tp2, 3qu. λip2, 3q � 0. p2λ1, 3λ1q � p0, 0q ñ λ1 � 0 ñ tp2, 3qu linear
unabhängig.

Beispiel 3:
V im beliebigen K-Vektorraum. tvu, v , 0 ist immer linear unabhängig:
λ � v � 0. Angenommen die Menge wäre linear abhängig, so λ , 0.Dλ�1

λ�1 � pλ � vq � λ�1 � 0 � 0

pλ�1 � λq � v � 1 � v � v 

Beispiel 4:
V � R2.tp2, 3q, p4, 6qu ist linear abhängig.

1 � p4, 6q � p�2q � p2, 3q � p0, 0q
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entspricht:
λ1 � v1 � λ2 � v2 � 0

Da λ1, λ2 , 0 ist V linear abhängig.

Geometrisch gesehen liegen in xp2, 3q, p4, 6qy die Punkte p2, 3q und p4, 6q auf einer Gerade.

Beispiel 5:
tp2, 3q, p0, 1qu ist linear unabhängig.

λ � p2, 3q � µp0, 1q � p0, 0q
2λ� 0µ � 0 ñ λ � 0

1λ� 1µ � 0 ñ µ � 0

xp2, 3q, p0, 1qy � R2

Bemerkung 1: Eine beliebige Teilmenge S � V ist linear unabhängig, wenn jede endliche
Teilmenge von S linear unabhängig ist.
Bemerkung 2: tv1, . . . , vku � V mit vi � 0 für irgendein i. ñ linear abhängig, da 1 � vi � 0
Bemerkung 3: v1, . . . , vk und vi � v j für i , j, dann ist diese Liste linear abhängig, da
1 � vi � p�1q � v j � 0
Bemerkung 4: tv1, . . . , vku ist linear abhängig ô Di : vi � λivi � � � � � λi�1vi � 1 � λi�1 �
vi�1 . . . λk � vk

Es existiert eine Linearkombination, sodass
°k

i�1 λivi � 0, nicht alle

λi � 0 ñ Di0λi0 , 0 ñ Dλ�1
i0 � λi

λ0
vi � λi01

λi0 � λi0�1 � vi0
� λi0�1

λi0
vi0�1 � 0
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5 Lineare Algebra 1 vom 21.10.2008

Sei V ein K-Vektorraum, K ein Körper

Definition 5.1. Die Vektoren v1, . . . , vr P V sind linear unabhängig (l.u.), wenn:¸
i�1

rλivi � 0 ñ λi � 0@i

Bsp. Kn � V
ei � p0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0q P Kn

te1, e2, . . . , eru l.u.
0 �

¸
λei � pλ1, λ2, . . . , λnq ñ λi � 0@i

V � Rrts B talle Polynome in der Variablen t mit reellen Koeffizientenu
t1, t, t2, t3, . . . u l.u.

pptq � λ0 � λ1t � λ2t2 � � � � � λntn � 0@t

pp0q � λ0 ñ λ0 � 0

p1ptq � λi ñ λ1 � 0

etc. ñ λn � 0

Proposition 5.2.

tv1, . . . , vnul.u. ô @v P  v1, . . . , vn ¡: D!λ1, . . . , λn :
¸

λivi � v

Beweis. Existenz der λi ist klar, es geht nur um die Eindeutigkeit:
°
λivi � v � °

µivi ñ°pλi � µiqvi � 0, wir wollen zeigen, dass λi � µi. Da linear unabhängig:

ñ λi � µi � 0@i ñ λi � µi

Andere Richtung:
@λivi � 0 �

¸
0vi

Eindeutigkeit der Koeffizienten wird vorausgesetzt, daher: ñ λi � 0@i �

Definition 5.3. tviiuiPI heißt Erzeugendensystem von V , wenn   tviuiPI ¡� V (Jeder Vektor-
raum V lässt sich durch eine Linearkombination dieser vi darstellen).

Definition 5.4. Ein linear unabhängiges Erzeugendensystem von V heißt Basis von V .

Bsp.: te1, . . . , enu ist eine Basis für Kn, die sogenannte kanonische Basis.
t1, t, t2, t3, . . . u ist eine Basis für Rrts
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Proposition 5.5. tviuiPI ist eine Basis.
ô tviu ist ein unverkürzbares Erzeugendensystem (unverkürzbares = wenn ich einen Vek-
tor wegnehme, dann existieren Vektoren die ich nicht mehr durch Linearkombination der
Verbleibenden darstellen kann)
ôtviu ist eine unverlängerbare l.u. Menge (unverlängerbar=wenn man einen Vektor dazugibt,
wird die Menge plötzlich linear abhängig)

Beweis.

• p1q ñ p2q : tviu unverkürzbar: tviui,i0 (zu zeigen: ist kein Erzeugendensystem)

vi0 �
¸
i,i0

λivi

Widerspruch zur linearen Unabhängigkeit der tviuiPI

• p2q ñ p3q :
1.: lineare Unabhängigkeit:

°
λivi � 0

Widerspruchsbeweis:

Di0 : λi0 , 0

λi0vi0 � �
¸
i,i0

λivi

vi0 � �
¸
i,i0

λi

λi0
vi

Widerspruch zur Unverkürzbarkeit der Menge tviuiPI .
2.: unverlängerbar:
Angenommen: tviuiPI Y tvu l.u.
1v � ° λivi, da tviuiPI Erzeugendensystem
1v�° λivi � 0, Widerspruch zu tviuiPI Y tvu l.u.

• p3q ñ p1q :
Zu zeigen: tviuiPI sind ein Erzeugendensystem. Sei v P V . tviu unverlängerbar ñ
tviu Y tvu linear abhängig.
D° λivi � λv � 0, nicht alle der Koeffizienten λiλ � 0. ñ λ , 0

λv � �
¸

λivi

v � �
¸ λi

λ
vi

ñ ist ein Erzeugendensystem, da man einen beliebigen Vektor v als Linearkombination
darstellen kann.

�
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Sei V endlich erzeugt (= es existiert ein Erzeugendensystem, das endlich viele Vektoren hat).
Wir wollen zeigen, dass je zwei Basen für V die gleiche Anzahl von Elementen besitzen. Dazu
benutzen wir das Austauschverfahren von Steintz.

Lemma 5.6. Austauschlemma: Sei tv1, . . . , vru eine Basis von V, w P V, w � °
λivi. Ist

λ j , 0 dann ist die Menge tv1, . . . , v j�1,w, v j�1, . . . , vru wieder eine Basis.

Beweis.

1. lineare Unabhängigkeit:
OBdA dürfen wir annehmen, dass j � 1.

µw�
¸
i¥2

µivi � 0

ŗ

i�1

µλivi �
ŗ

i�2

µivi � 0

pµλ1qv1 � pµλ2 � µ2qvq2� � � � � pµλr � µrqvr � 0

tv1, . . . , vrul.u. ñ µλ1 � 0

Da λ1 , 0, muss µ � 0

µλ2 � µ2 � 0 ñ µ2 � 0

2. Erzeugendensystem:
Sei v P V .

D
¸

µivi � v

µ1v1 �
ŗ

i�2

µivi � v

w � λ1v1 �
ŗ

i�2

λivi

λ1v1 � w�
¸
i¥2

λivi

v1 � 1
λ1

w�
¸
i¥2

λi

λ1
vi

µ1 � p 1
λ1

w�
¸
i¥2

λi

λ1
viq �

¸
i¥2

λivi � v

Wir haben eine Linearkombination, in der v1 nicht mehr vorkommt, sodass wir jeden
Vektor als Linearkombination der anderen darstellen können.

�
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5.1 Austauschsatz

Austauschsatz: Jede linear unabhängige Menge lässt sich in einer Basis einbauen, nachdem
geeignete Basisvektoren aus der Basis entfernt wurden.
Genauer: Sei tv1, . . . , vru eine Basis für V , tw1, . . . ,wnu eine linear unabhängige Menge.
Dann gilt:

1. n ¤ r

2. Di1, i2, . . . , in : tv1, . . . , vi1�1,w, vi1�1, vi2�1,w2, vi2�1, . . . , vin�1,wn,win�1, . . . , vru ist eine
Basis. OBdA i1 � 1, i2 � 2, . . . , in � n

Beweis. Induktion nach n:
n � 1: Austauschlemma.
n ¥ 2: Induktionsannahme:

1. n� 1 ¤ r

2. tw1, . . . ,wn�1, vn, . . . , vru ist eine Basis

Angenommen n � 1 � r ñ tw1, . . . ,wn�1u Basis, also eine unverlängerbare linear un-
abhängige Menge.
Widerspruch zu tw1, . . . ,wn�1,wnu eine linear unabhängige Menge ist.

ñ n� q   r ñ n � pn� 1q � 1 ¤ r

Zu zeigen: tw1, . . . ,wn, vn�1, . . . , vru ist eine Basis.

wn � λ1w1 � � � � � λn�1,wn�1 � λnvn � � � � � λrvr

Wären λn � λn�1 � � � � � λr � 0, dann λ1w1 � � � � � λn�1wn�1 � wn � 0.
Widerspruch zu tw1, . . . ,wnu linear unabhängig

ñ D j ¥ n : λ j , 0

Wende das Austauschlemma auf v j Ø wn an. ñ tw1, . . . ,wn�1, vn, .., v j�1,wn, v j�1, . . . , vru
Basis. �

Korrolar 5.7. Je zwei Basen von V (endlich erzeugt) haben gleich viele Elemente.

Beweis. Seien tv1, . . . , vru, tw1, . . . ,wnu Basen für V .
Austauschsatz ñ n ¤ r, r ¤ n.

ñ n � r

�
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6 Lineare Algebra 1 vom 23.10.2008

6.1 Die Dimension eines Vektorraums

Korrolar 6.1. Hat V eine endliche Basis, dann ist jede Basis von V endlich.

Korrolar 6.2. Sei V endlich erzeugt. Je zwei Basen haben gleich viele Elemente.

Definition 6.3. Sei V ein K-Vektorraum.
dimK V B 8, wenn V keine endliche Basis besitzt
dimK V B r, wenn V eine Basis mit r Elementen hat.
(Konvention: V � t0u ñ Basis =H.)

Beispiele: Kn: Basis te1, ..., enu (kanonische Basis) ñ dimpKnq � n

V � Rrts: Basis t1, t, t2, ...u ñ dimpRrtsq � 8

dimCpCnq � n. wenn wir nur R betrachten: dimRpCnq � 2n, da Basis: te, ie, e2, ie2, ..., en, ienu
z.B. n � 2, Vektor p3 � 5i, 2 � 18iq � 3e1 � 5ie1 � 3e2 � 2e2 � 18ie2 � 3p1, 0q � 5pi, 0q �
2p0, 1q � 18p0, iq

V � ty : R ÞÑ R|d
2y

dt2 � y � 0u
Basis: tsin t, cos tu
l.u.: λ sin t � µ cos t � 0@t
Setze t � 0, dann µ � 0.
Setze t � π

2 , dann λ � 0
ñ dimR V � 2

6.1.1 Basisergänzungssatz

Zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis hat:

Sei V endlich erzeugt. Jede linear unabhängige Menge in V kann zu einer Basis ergänzt
werden. Zu einer gegebenen Menge Vektoren tv1, ..., vnu kann eine Menge ergänzt werden,
sodass tv1, ..., vn,w1, ...,wku eine Basis ist.

Beweis. Sei tw1, ...,wlu ein Erzeugendensystem.
Aus tw1, ...,wlu kann eine Basis ausgewählt werden:
Ist tw1, ...,wlu eine Basis? Wenn ja, sind wir fertig. Wenn nein, muss die Menge linear
abhängig sein. Folglich Dw j : w j �

°
i, j λwi (dieser Vektor lässt sich als Linearkombination

der anderen Vektoren dargestellen). Somit kann ich diesen Vektor weglassen, und die Menge
ist immer noch ein Erzeugendensystem. Wir lassen also w j weg:
tw1, ..., pw j, ...,wlu Wieder die Frage, ob das eine Basis ist? Selbe Situation wie oben.
Entweder sind wir irgendwann fertig, oder die Menge enthält nur noch genau ein Element:
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twu. Die Frage ist nun, ob das letzte Element 0 ist oder nicht. Wenn w , 0 ist, dann ist twu
eine Basis und wir sind fertig. Wenn w � 0, dann ist der Nullvektor ein Erzeugendenvektor
für den Vektorraum, somit besteht V nur aus dem Nullvektor (V � t0u, dann hat er die Basis
H). �

Ergänzungseigenschaft: ð Austauschsatz (Im Prinzip den Algorithmus von eben genau an-
dersrum ausgeführt, also mit v anfangen und es dann ergänzen).

Definition 6.4. Matrix:

A �

�����
a11 a12 � � � a1n

a21 a22 � � � a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

����

ai j P K Körper.
A ist eine m� n-Matrix (m = Anzahl Zeilen, n = Anzahl Spalten)
Notation:
ai �

�
ai1 ai2 ... ain

� P Kn heißt i-ter Zeilenvektor der Matrix A

a j �

�����
a1 j

a2 j
...

an j

����
ist der j-te Spaltenvektor der Matrix A.

6.1.2 Bestimmung von Basen: Gaußsches Eliminationsverfahren

Fragestellung: Sei tv1, ..., vku � Kn. Wie bestimmt man eine Basis für den Untervektorraum
xv1, . . . , vky?
Definition 6.5. Der Zeilenraum, ZR(A), einer Matrix A ist xa1, a2, . . . , amy � Kn. Mit ai � vi

gilt xv1, . . . , vky = ZR(A)

Plan zur Bestimmung einer Basis für den Zeilenraum der Matrix:

1. Elementaroperationen auf den Zeilen

2. Diese Elementaroperationen verändern den ZR(A) nicht.

3. Durch diese Elementaroperationen lässt sich A auf die ”Zeilenstufenform” bringen:�����
, 0 ? � � � � � � � � �
0 , 0 ? � � � � � �
0 0 , 0 ? � � �
0 0 0 . . .

. . .

����
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4. Ablesen der Basis, die durch die Zeilenstufenform gegeben ist

Implementierung des Plans:
1.) Elementaroperationen:

I

���
...
ai
...

��
ñ
���

...
λai
...

��
(man multipliziert die i-te Zeile mit einem λ , 0pλ P Kq

II

��������

...
ai
...

a j
...

�������
ñ
��������

...
ai � a j

...
a j
...

�������

Bemerkung 6.6. Durch I und II lassen sich zwei Zeilen vertauschen:��������

...
ai
...

a j
...

�������

Iñ

��������

...
ai
...

�a j
...

�������

IIñ

��������

...
ai
...

ai � a j
...

�������

I,IIñ

��������

...
ai � pai � a jq

...
ai � a j

...

�������

IIñ

��������

...
ai
...

pai � a jq � a j
...

�������

2.) ZR(A) bleibt unverändert: Operation I: V � µ1a1�µ2a2�� � ��µmam � µ1a1�. . . µi

λ
pλaiq�

� � � � µmam

Operation II: � µ1a1 � � � � � µipai � a jq � � � � � �pµ j � µiqa j � � � � � µmam

3.) Zeilenstufenform:
Beispiel: Finde eine Basis für xp1, 3, 5,�2q, p3,�2,�7, 5q, p2, 1, 0, 1qy � R4�� 1 3 5 �2

3 �2 �7 5
2 1 0 1

�

Wir müssen also die letzten beiden Zeilen in der ersten Stelle auf 0 kriegen:
Erste Zeile mit 3 multiplizieren ñ �

3 9 15 �6
�
, das von der zweiten Zeile abziehen.

Zweite Zeile mit 2 multiplizieren, das von der dritten Zeile abziehen.�� 1 3 5 �2
0 �11 �22 11
0 �5 �10 5

�
��1
11ñ
�� 1 3 5 �2

0 1 2 �1
0 1 2 �1

�
��1
5ñ
�� 1 3 5 �2

0 1 2 �1
0 0 0 0

�

ñ im Zeilenstufenform
4.) Basis ablesen: Zeilen nehmen, die verschieden von 0 sind. ñBasis� tp1, 3, 5,�2q, p0, 1, 2,�1qu ñ
dim � 2
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6.2 Die Summe von Vektorräumen

W,W 1 � V VR.

Definition 6.7. W�W 1 B tv P V|v � w�w1,w P W,w1 P W 1u ist wieder ein Untervektorraum.

Alternativ: W �W 1 � xW YW 1y
Dimensionsformel: dimpW �W 1q � dimpWq � dimpW 1q � dimpW XW 1q

Beispiel 1
V � R2,W � xp1, 0qy,W 1 � xp0, 1qy

W �W 1 � R2

Einsetzen:
2 � 1� 1� 0

Beispiel 2
V � R2.W � xp1, 1qy,W 1 � xp2, 2qy

W �W 1 � W � W 1. und W XW 1 � W � W 1

Einsetzen:
1 � 1� 1� 1

Beispiel 3
V � R3

W ist eine Gerade durch den Ursprung, W 1 eine Ebene.

W �W 1 � R3

3 � 1� 2� 0

Beispiel 4
V � R3

W ist eine Ebene, W 1 ist eine orthogonale Ebene. Der Durchschnitt ist somit eine Gerade mit
dim � 1

W �W 1 � R3

3 � 2� 2� 1

Definition 6.8. Direkte Summe: V � W �W 1pW,W 1 � VUVRq und W XW 1 � t0u
V � W � W 1
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7 Lineare Algebra 1 vom 28.10.2008

7.1 Beweis der Summenformel

V K-Vektorraum, W,W 1 � V Untervektorraum

dimpW �W 1q � dim W � dim W 1 � dimpW XW 1q

Beweis. Sei tv1, . . . , vnu eine Basis für WXW 1. Wir erweitern aufgrund des Basisergänzungssatzes:
Sei tv1, . . . , vn,w1, . . . ,wku eine Basis von W, tv1, . . . , vk,w1

1, . . . ,w
1
lu eine Basis von W 1

Behauptung: tv1, . . . , vn,w1, . . . ,wk,w1
1, . . . ,w

1
lu ist eine Basis für W �W 1

Daraus folgt die Formel sofort:

dimpW �W 1q � n� k � l

dim W � dim W 1 � dimpW XW 1q � pn� kq � pn� lq � n

Wir weisen die Behauptung nach:
Zu zeigen: Erzeugendensystem: v P W � W 1. v � w � w1,w P W,w1 P W 1 (Def. Summe von
zwei Vektorräumen)

v � p
¸

λivi �
¸

µiwiq � p
¸

λ1ivi �
¸

µ1iw
1
iq

Zu zeigen: Lineare Unabhängigkeit:¸
λivi �

¸
µ jw jlooooooooomooooooooon

wPW

�
¸

µ1mw1
m � 0

w � �
¸

µ1mw1
mloooomoooon

PW1

ñ w P W XW 1

ñ w �
¸

λ1ivi

�
¸

λivi �
¸

µ jw j

Da die Koeffizienten eindeutig bestimmt sind, wir aber zwei Darstellungen haben, müssen die
Koeffizienten jeweils gleich sein. Da aber in der ersten Darstellung gar keine µ j vorkommen,
folgt µ j � 0@ j und λ1i � λi@i

w �
¸

λivi � �
¸

µ1mw1
m

Selbes Spiel wie eben:
ñ λi � 0@i, µ1m � 0@m

�
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7.2 Direkte Summe

W � W 1 nennt man die direkte Summe (W XW 1 � t0u).
Es gilt also: dimpW � W 1q � dim W � dim W 1

Charakterisierung:

Proposition 7.1.

V � W � W 1 ô @v P VD!w P W,w1 P W 1 : v � w� w1

Beweis. ”ñ”) Existenz ist klar, es geht um die Eindeutigkeit: w � w1 � v � w0 � w1
0 mit

w,w0 P W,w1,w1
0 P W 1

w� w0loomoon
PW

� w1
0 � w1loomoon
PW1

P W XW 1 � 0

w � w0,w1 � w1
0

”ð”) Zeigen, dass die Summe direkt ist, also WXW 1 � 0. Sei v P WXW 1 (v kann verstanden
werden als Vektor in W oder in W 1)

v � vloomoon
PW

� 0loomoon
PW1

� 0loomoon
PW

� vloomoon
PW1

ñ v � 0

Ist tw1, . . . ,wku eine Basis für W und tw1
1, . . . ,w

1
lu eine Basis für W 1, dann tw1, . . . ,wk,w1

1, . . . ,w
1
lu

eine Basis für W � W 1

Basisergänzungssatze ñ Sei W � V ein Untervektorraum. Dann DW 1 �
UVR

V (W 1 nicht ein-

deutig) sodass V � W � W 1

Wähle eine Basis von tw1, . . . ,wku für W, ergänze zu einer Basis tw1, . . . ,wk,w1
1, . . . ,w

1
lu für

V . Setze W 1 B xw1
1, . . . ,w

1
ly ñ V � W � W 1 �

7.3 Lineare Abbildungen

Definition 7.2. Sei F : V Ñ W eine Abbildung zwischen K-Vektorräumen V,W.
F ist linear, wenn @v,w P V@λ, µ P K gilt:

Fpλv� µwq � λFpvq � µFpwq

Bemerkung 7.3.
µ � 0 : Fpλvq � λFpvq

λ � µ � 1 : Fpv� wq � Fpvq � Fpwq
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Beispiele:
F : RÑ R
Fpxq � 2x

Fpλv� µwq � 2pλv� µwq
λFpvq � µFpwq � λpwvq � µp2wq

ñ F ist linear.

F : RÑ R
Fpxq � x2

q � Fp3q � Fp3 � 1q , 3 � Fp1q � 3 � 1 � 3

ñ F ist nicht linear.

F : RÑ R
Fpxq � x � 1

Fp0q � 0� 1 � 1

Fp0 � 0q , 0 � Fp0q � 0

ñ F ist nicht linear.

K Körper. Sei A � pai jq eine m� n-Matrix über K.
Def: F : Kn Ñ Km

Fpx1, . . . , xnq B p
¸

j

a1 jx j

¸
j

a2 jx j, . . . ,
¸

j

am jx jq P Km

ñ F ist linear.

7.3.1 Eigenschaften linearer Abbildungen

F : V Ñ W

Fpvq B 0 ist immer linear.
F : V Ñ V

Fpvq B v (Identitätsabbildung) ist linear.

Allgemein:
F : V Ñ W

• Fp0q B Fp0 � 0q � 0 � Fp0q � 0 wenn das nicht so ist, kann es keine lineare Abbildung
sein.
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• tviui � V . Angenommen tFpviqu l.u. ñ tviu l.u.

p
¸

λivi � 0 ñ Fp
¸

λiviq � Fp0q � 0¸
λFpviq � 0

Da die Fpviq l.u. ñ λi � 0
d.h., wenn die Bilder einer Abbildung linear unabhängig sind, waren auch die Urbilder
linear unabhängig.

• tviu l.a. ñ tFpviqu l.a.

pvi �
¸

j , iλ jv j ñ Fpviq � Fp
¸

j , iλ jv jq �
¸

j , iλiFpv jq

• Warnung: Wenn tviu l.u., dann ist tFpviqu nicht unbedingt l.u.
Gegenbeispiel:

F : RÑ R, Fpvq � 0@v

t1u
l.u., aber tFp1qu � t0u l.a.

• V 1 �
UVR

V ñ FpV 1q ist ein UVR von W. Klappt nur, wenn F linear ist.

• W 1 �
UVR

W ñ F�1pW”q �
UVR

V

Satz zur Konstruktion linearer Abbildungen: Seien V,W K-Vektorräume, tviu eine Basis für
V , twiu � W Teilmenge, dann gilt:

1. D! lineare Abbildung F : V Ñ W mit Fpviq � wi@i

2. Fpvq � xtwiuy � W

3. F ist injektiv ô twiu linear unabhängig

4. F ist surjektiv ô twiu Erzeugendensystem für W

Beweis.

1.
v P V ñ D!λi : v �

¸
i

λivi

Fpvq � Fp
¸

λiviq �
linear

¸
λiFpviq �

¸
λiwi

ñ Def.: Fpvq B ° λiwi ñ F ist linear.

28
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2. ”Denken Sie da einfach nochmal drüber nach, das ist klar.” Da xtwiuy ein Erzeugenden-
system bildet, steht da Fpvq � W (Def. Surjektivität)

3. ”ñ”) ¸
λiwi � 0 � Fp0q

�
¸

λiFpviq � Fp
¸

λiviq
Wegen der Injektivität schließt man: ñ °

λivi � 0 ñ λi � 0@i
”ð”)

Fpvq � Fpwq
v� w �

¸
λivi

Fpv� wq � Fp
¸

λiviq �
¸

λiFpviq �
¸

λiwi

Fpv� wq � Fpvq � Fpwq � 0

Da twiu linear unabhängig ñ λi � 0@i ñ v � w � 0 ñ v � w, also ist die Abbildung
injektiv.

4. Wird von 2. impliziert.

�

7.4 Homomorphismus etc.

Definition 7.4.
homKpV,Wq

Eine lineare Abbildung F heißt auch Homomorphismus. F muss linear sein.
F injektiv: ô F Monomorphismus
F surjektiv: ô F Epimorphismus
F bijektiv: ô F Isomorphismus
F : V Ñ V ô F Endomorphismus
F : V Ñ V und bijektiv, ô F Automorphismus
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8 Lineare Algebra 1 vom 30.10.2008

homkpV,Wq B tF � V Ñ W|F linearu
homkpV,Wq ist selbst ein K-Vektorraum.

F,G P homkpV,Wq : pF �Gqpvq B Fpvq �Gpvq

ñ F �G : V Ñ W ist linear

λ P K : pλ � Fq B Fpvq � λñ λF linear

Spezialfall:
V� B homkpV,Kq ist der duale Vektorraum.

Sei F : V Ñ W linear.

Definition 8.1. Der Kern von F ist kerpFq B tv P V|Fpvq � 0u � F�1p0q
kerpFq � V ist ein UVR:

1. 0 P kerpFq, da Fp0q � 0

2. Abgeschlossen unter�, da Fpvq � 0, Fpwq � 0 ñ Fpv�wq �
lin.

Fpvq�Fpwq � 0�0 �
0 ñ v� w P kerpFq

3. Fpvq � 0 ñ Fpλvq �
lin.
λFpvq � λ0 � 0 ñ λv P kerpFq

Definition 8.2. Das Bild von F : ImpFq B FpVq �
UVR

W

Proposition 8.3. F injektiv ô kerpFq � 0

Beweis.
”ñ”) Sei v P kerpFq, d.h. Fpvq � 0 � Fp0q. F injektiv ñ v � 0
”ð”) Fpvq � Fpwq, zu zeigen: v � w

Fpv� wq �
lin.

Fpvq � Fpwq � 0 ñ v� w P kerpFq � 0 ñ v� w � 0 ô v � w

�

8.1 Dimensionsformel

F : V linÑ WpdimpVq   8q (in Zukunft sind die Abbildungen immer linear, auch wenn nicht
extra erwähnt)

dimpVq � dimpImpFqq � dimpkerpFqq
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Beweis. Sei tw1, . . . ,wru eine Basis für ImpFq.
Wähle tv1, . . . , vru � V mit Fpviq � wi@i
Sei tv11, . . . , v1ku eine Basis für kerpFq
Behauptung: tv1, . . . , vr, v11, . . . , v

1
ku ist eine Basis für V . Erzeugendensystem: v P V . Fpvq �°

λiwi, da Fpvq P ImpFq
Fpv�° λiviq � Fpvq � Fp° λiviq � Fpvq �° λiFpviq � 0 (da Fpviq � wi)

ñ v�
¸

λivi P kerpFq
ñ v�

¸
λivi �

¸
λ1iv

1
i

d.h., wir haben v dargestellt als Linearkombination, d.h. es ist ein Erzeugendensystem.
Linear unabhängig:

°
λivi �

°
λ1iv

1
i � 0

Fp
¸

λiviloomoon
°
λiwi�Fpviq

�
¸

λ1iv
1
iloomoon

°
λ1i Fpv1iq�0

q � 0

ñ
¸

λiwi � 0 ñ λi � 0@i

ñ
¸

λ1iv
1
i � 0 ñ λ1i � 0@i

�

Korrolar 8.4. Sei F : V Ñ V ein Endomorphismus, dimpVq   8. Dann gilt: F surjektiv ô
F injektiv.

Proof. F surjektiv ô ImpFq � V ô dimpImpFqq � dimpVq

dimpVq � dimpVq � dimpkerpFqq ô dimpkerpFqq � 0 ô kerpFq � 0

Wegen der letzten Proposition wissen wir, dass F injektiv ist, da der Kern 0 ist. �

8.2 Lineare Abbildungen und Matrizen

(Hier ist immer dim   8)

Sei F : V Ñ W eine lineare Abbildung.
Wähle eine Basis A � tv1, . . . , vru für V
Wähle eine Basis B � tw1, . . . ,wnu für W

Fpv jqloomoon
PW

�
m̧

i�1

ai jwi

für eindeutig bestimmte Koeffizienten ai j

Definition 8.5. Die Matrixdarstellung von F bezüglich der Basen A und B ist:

MA ,BpFq B pai jq
Wir erhalten eine m� n-Matrix
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Beispiel 1:
F : R2 Ñ R3

Fpx, yq � p2x � 3y, x � y, 5x � 8yq
Man muss angeben, welche Basis man verwendet (in diesem Fall die kanonischen Basen):

A � te1, e2u,B � te1, e2, e3u

Fpe1q � Fp1, 0q � p2, 1, 5q � 2e1 � 1e2 � 5e3

Fpe2q � Fp0, 1q � p�3, 1, 8q

MA ,BpFq �
�� 2 �3

1 1
5 8

�


Beispiel 2: Sei A eine m� n-Matrix

F : Kn Ñ Km

Fpx1, . . . , xnq B p
ņ

j�1

a1 jx j,
¸

a2 jx j, . . . ,
¸

an jx jq

ist eine lineare Abbildung

ñ MA ,BpFq � A

Beispiel 3: V B t Polynome p mit reellen Koeffizienten | degppq ¤ 3u

F : V Ñ V

Fppq B p1 (1. Ableitung). linear.

MA ,BpFq �?

A � B � t1, t, t2, t3u, dimpVq � 4 � n � m ñ 4� 4�Matrix

Fp1q � 0

Fptq � 1� 0t � 0t2 � 0t3

Fpt2q � 2t
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Fpt3q � 3t2

Mp f q �

����
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0

���

homkpV,Wq

F,G : Vloomoon
A

Ñ Wloomoon
B

linear

MpFq � pai jq
MpGq � pbi jq

MA ,BpF �Gq : pF �Gqpv jq � Fpv jq �Gpv jq �
¸

i

ai jwi �
¸

i

bi jwi �
¸

i

pai j � bi jqwi

ñ MA ,BpF �Gq � pci jq, ci j � ai j � bi j

Definition 8.6. A � pai jq, B � pbi jq. Addition zweier Matrizen:

A� B � pai j � bi jq

Definition 8.7. Skalarmultiplikation auf Matrizen:

MpλFqloomoon
pλai jq

: pλFqpv jq � λ
¸

ai jwi �
¸
pλai jqwi

λ � A B pλai jq

Vloomoon
A

FÑ
lin.

Wloomoon
B

GÑ
lin.

Zloomoon
C

G � F ist linear
A � tv1, . . . , vnu
B � tw1, . . . ,wmu
C � tu1, . . . , uru

Aufgabe: Bestimme MA ,BpG � Fq
pMA ,BpFq,MB,C pGq bekannt

Fpv jq �
¸

i

ai jwi

Gpwiq �
¸

i

bkiuk
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pG � Fqpv jq � Gp
¸

i

ai jwiq �
¸

i

ai jGpWiq �
¸

i

ai j

¸
k

bkiuk �
¸

k

p
¸

i

ai jbkiquk

MpG � Fq � pck jq, ck j �
¸

i

ai jbki

k � j � l : c11 �
¸

i

ai1b1i

8.3 Matrizenmultiplikation

B � A � pck jq
Die Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ:�

a b
c d


�
1 0
0 0



�
�

a 0
c 0



�

1 0
0 0


�
a b
c d



�
�

a b
0 0
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9 Lineare Algebra 1 vom 04.11.2008

Matrixmultiplikation: Nullteiler: z.B.:�
0 1
0 0



�
�

1 0
0 0



�
�

0 0
0 0



Transponierte Matrix:

A � pai jqm�n  
tA B pa jiqn�m

Beispiel:

A �
�

1 2 3
4 5 6




tA �
�� 1 4

2 5
3 6

�

Rechenregeln:

tpA� Bq � tA� tB

tpλAq � λtA

tptAq � A

tpABq � tBtA

Einheitsmatrix (n� n):

In B

�� 1 0 0
0 1 0
0 0 1

�

Sie ist das neutrale Element der Multiplikation: A � In � In � A � A

Distributivgesetze gelten bei der Matrixmultiplikation:

A � pB�Cq � A � B� A �C

pA� Bq �C � A �C � B �C
Assoziativgesetz gilt:

pA � Bq �C � A � pB �Cq
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9.1 Rang einer linearen Abbildung

F : V Ñ W linear

dim V � dim ImpFq � dim kerpFq
Definition 9.1.

RangpFq � RgpFq B dim ImpFq
dim V � RgpFq � dim kerpFq

Eigenschaften des Rangs:

• RgpFq ¤ dim V, dim W

• RgpFq � dim V ô Finj.

Praktische Bestimmung des Rangs:
Sei A � pai jq eine m� n-Matrix.

Definition 9.2.
Spaltenraum (SR)pAq B xta juy
SpaltenrangpAq B dim SRpAq

Proposition 9.3. RgpFq � SpaltenrangpMpFqq (MpFq ist die Matrixdarstellung von F)

Beweis. RgpFq � dim ImpFq � dimxtFpv jquy
A � tv1, . . . , vnu eine Basis für V , � dimxt°i a jwiuy B � tw1, . . . ,wmu, pMA ,BpFq � pai jqq,
� dimxa jy �

RgpFq � SpRgpMpFqq � ZeilenrangptMpFqq
Rang einer Abbildung bestimmen: Als Matrix darstellen und Zeilenrang bestimmen (durch
elementare Zeilenoperationen, Gauß-Elimination).
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9.2 Isomorphismen & invertierbare Matrizen

F : V Ñ W ist ein Isomorphismus, wenn F linear und bijektiv ist.

ñ DUmkehrabbildungF�1 : W Ñ V ist wieder linear

dim V   8, dim W   8
Definition 9.4. Eine quadratische n�n-Matrix (nicht-quadratische Matrizen sind nie invertier-
bar, weil man nie einen Isomorphismus zwischen verschiedenen Definitionen haben kann,
denn ansonsten wäre die Abbildung entweder nicht surjektiv oder nicht injektiv) heißt in-
vertierbar, wenn eine eine n� n-Matrix A1 existiert mit A � A1 � A1 � A � In (Einheitsmatrix)
Ist A nicht invertierbar, dann nennen wir A eine singuläre Matrix (die Nullmatrix ist z.B. nicht
invertierbar).

Proposition 9.5. F : V Ñ W lin.

F isomorph ô MpFq invertierbar

Beweis. ”ñ”) DF�1 : W lin.Ñ V

A B MpFq, A1 B MpF�1q
Nachrechnen:

A � A1 � MpFq � MpF�1q � MpF � F�1q � Mpidq � In

A1 � A � In analog �

”ð”) Definiere F�1 durch A1.

Ist A invertierbar, dann heißt A1 inverse Matrix zu A. A�1 B A1

Korrolar 9.6. Sei A eine n� n-Matrix. Es gilt:

A ist invertierbar ô SpaltenrangpAq � n ô ZeilenrangpAq � n

Beweis. A inv ô tA inv :

tA � ptAq�1loomoon tpA1q � tpA1 � Aq � pInqt � In

ZeilenrangpAq � SpaltenrangptAq � n

�

Definition 9.7. Die ”general linear group”:

GLnpKörperloomoonKq B tA n� n Matrix über K|A invertierbaru

ist eine Gruppe bezüglich der Matrixmultiplikation, das neutrale Element ist die In, die Ein-
heitsmatrix
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9.2.1 Praktische Bestimmung der inversen Matrix

Versuche die Matrix pA|Inq durch Gauss-Elimination (elementare Zeilenumformungen) auf
die Form pIn|Bq zu bringen. Wenn das gelingt, dann ist A invertierbar und B � A�1.

Beispiel:

A �
�� 1 0 2

2 �1 3
4 1 8

�
ñ
�� 1 0 2

2 �1 3
4 1 8

| |
1 0 0
0 1 0
0 0 1

�
ñ
�� 1 0 2

0 �1 �1
0 1 0

| |
1 0 0

�2 1 0
�4 0 1

�


ñ
�� 1 0 2

0 �1 �1
0 0 �1

| |
1 0 0

�2 1 0
�6 1 1

�
ñ
�� 1 0 0

0 �1 0
0 0 �1

| |
�11 2 2

4 0 �1
�6 1 1

�

ñ
�� 1 0 0

0 1 0
0 0 1

| |
�11 2 2
�4 0 1

6 �1 �1

�

ñ Ainvertierbar, A�1 �

�� �11 2 2
�4 0 1

6 �1 �1

�

Überprüfen via A � A�1 � I3

Fall n � 2:

A �
�

a b
c d



�

a b
c d



�
�

d �b
�c a



�
�

ad � bc 0
0 ad � bc




ñ
�

a b
c d


�1

� 1
ad � bc

�
�

d �b
�c a



Sofern pad � bc , 0q, d.h. nur dann ist A invertierbar (bei 2� 2). Diese Zahl nennt man auch
die Determinante, jede Matrix hat eine.
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9.3 Basiswechsel (Transformationsformel)

Definition 9.8. Ein Diagramm von Abbildungen

A B

C D

-
f

?

f 1

?

g

-
g1

heißt kommutativ, wenn g f � g1 f 1

Sei A B tv1, . . . , vnu eine Basis für V . Def. lineare Abbildung

φA : Kn �Ñ V

(� ist das Symbol für Isomorphismus)

φA pλ1, . . . , λnq B
¸

i

λivi

φA inj :
¸

λivi � 0 ñ
l.u.
λi � 0@i

Sei A 1 � V eine 2. Basis für V .

T : Kn lin.Ñ
�

Kn,T � φ�1
A 1 � φA

F : V linÑ W, seien B,B1 Basen für W

Kn Km

V W

Kn Km

-
MA ,BpFq

?

Tpkomm.q

Q
Q

Qs

φA �

?

S pkomm.q

�
��+

φB�

-F

-
MA 1 ,B1 pFq

�
�

�3
φA 1� Q

QQk
φB1�

S B φ�1
B1 � φB ñ MA 1,B1pFq � S MA ,BpFqT�1

(Transformationsformel)
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10 Lineare Algebra 1 vom 06.11.2008

Proposition 10.1. Sei A eine m� n-Matrix. Es gilt:

ZeilenrangpAq � SpaltenrangpAq
F : V Ñ W linear

RgpFq � SpRgpMpFqq
Beweis. Wir fassen A als lineare Abbildung F � A : Knloomoon

V

Ñ Knloomoon
W

auf

Sei tw1, ...,wru eine Basis für impFq.
Ergänze zu einer Basis B B tw1, ...,wr,wr�1, ...,wmu für W
Sei A � tv1, ..., vr, v11, ..., v

1
ku eine Basis für V mit Fpviq � wi, tv11, ..., v1ku ist eine Basis für

kerpFq.

ñ MA ,BpFq �
�

Ir 0
0 0



ñ ZeilenrangpMpFqq � r � SpaltenrangpMpFqq

F � A : RgpAqloomoon
SpRgpAq

� SpaltenrangpMpFqq � r

F � At : RgpAtqloomoon
SpRgpAtq�ZRgpAq

� SpaltenrangpMpFqtq

ñ SpaltenrangpAq � r � ZeilrangpAq
�

10.1 Lineare Gleichungssysteme

10.1.1 Homogene Systeme

Folgendes System nennen wir p�q:

a11x1 � a12x2 � � � � � a1nxn � 0

a21x1 � a22x2 � � � � � a2nxn � 0
...

am1x1 � am2x2 � � � � � amnxn � 0

Ein homogenes lineares Gleichungssystem besteht aus m Gleichungen mit n Unbekannten
x1, ..., xn.
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Aufgabe: Finde alle x �

�����
x1

x2
...

xn

����
, sodass p�q erfüllt ist (”Lösungen”).

Wir setzen A B pai jqm�n, A : Kn Ñ Kn.
p�q erfüllt für x ô A � x � 0 ô x P kerpAq

Definition 10.2. Lösungsraum von p�q:
L B tx|p�q gilt für xu � kerpAq �

UVR
Kn

dimpKnq � RgpAq � dimpkerpAqq
ñ dimpLq � n� RgpAq

Lemma 10.3. Die Anwendung von elementaren Zeilenumformungen

I

���
...

ai
...

��

loomoon

A

ñ

���
...

λai
...

��

looomooon

A1

, λ , 0

II

��������

...
ai
...

a j
...

�������

loomoon

A

ñ

��������

...
ai � a j

...
a j
...

�������

loooooomoooooon

A1

ändert den Lösungsraum nicht

Beweis. x P LpA1q für TypI

A1 � x � 0.λaix � 0 ñ 1
λ
pλaixq � 0 ñ aix � 0 ñ Ax � 0 ñ x P LpAq

x P LpA1q für TypII

pai � a jqx � 0 ñ aix � a jx � 0 � a jx ñ aix � 0 ñ x P LpAq
(und umgekehrt) �

ñ Wir dürfen den Lösungsraum mithilfe von Gauß-Elimination bestimmen.
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Beispiel: Folgendes Gleichungssystem nennen wir p�q:
x1 � 2x2 � x3 � 0

x2 � x3 � 0
2x1 � 3x2 � 3x3 � 0

A �
�� 1 2 �1

0 1 1
2 3 �3

�
ñ
�� 1 2 �1

0 1 1
0 �1 �1

�
ñ
�� 1 2 �1

0 1 1
0 0 0

�

loooooooomoooooooon

RgpAq�2

ñ
�� 1 0 �3

0 1 1
0 0 0

�
� A1

LpAq � LpA1q �
$&%
�� x1

x2

x3

�
������ x1 � 3x3 � 0
x2 � x3 � 0

,.- �
"

x
���� x1 � 3x3

x2 � �x3

*
�

$&%
�� 3x3

�x3

x3

�
������ x3 P R
,.- �

$&%x3

�� 3
�1

1

�
������ x3 P R
,.- � x

�� 3
�1

1

�
y � R
dimpLpAqq � 1 � 3� 2 � n� RgpAq

10.1.2 Inhomogene lineare Gleichungssysteme

a11x1 � � � � � a1nxn � b1

...

am1x1 � � � � � amnxn � bm

b �

��� b1
...

bm

��

(kann , 0 sein)

Aufgabe: Bestimme alle x mit Ax � b

Definition 10.4. Lösungsraum Lpbq B tx|Ax � bu
Sei x0 P Lpbq (= wir haben schon eine Lösung erhalten). Sei v P Lpbq ñ Ax0 � b � Av

ñ Apv�x0q � 0 ñ v�x0 P kerpAq � Lp0qpLösungsraum des zugehörigen homogenen Systemsq
v � x0 � pv� x0qlooomooon

Lp0q

ñ Lpbq � x0 � Lp0q
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Bemerkung 10.5. Lpbq für b , 0 ist kein UVR! (da 0 , Lpbq)
Definition 10.6. Ein affiner Unterraum X eines Vektorraums V ist von der Form X � v�W
für v P V,W �

UVR
V

Beispiel: Lpbq ist ein affiner Unterraum.

Bemerkung 10.7. Ein inhomogenes Gleichungssystem muss nicht unbedingt eine Lösung be-
sitzen:

0loomoon
A

�x � 1loomoon
b

10.1.3 Bestimmung einer bestimmten inhomogenen Lösung

Beispiel:

x1 � 2x2 � x3 � 5
x2 � x3 � 2

2x1 � 3x2 � 3x3 � 8

Man bildet die erweiterte Koeffizientenmatrix:

�� 1 2 �1 5
0 1 1 2
2 3 �3 8

�
ñ
�� 1 2 �1 5

0 1 1 2
0 �1 �1 �2

�
ñ
�� 1 2 �1 5

0 1 1 2
0 0 0 0

�
ñ
�� 1 0 �3 1

0 1 1 2
0 0 0 0

�

Sofern eine Zeile 0 0 0 p, 0q existiert hat das Gleichungssystem keine Lösung.

Lpbq � L

�� 5
2
8

�
�
$&%x

������
x1 � 3x3 � 1
x2 � �x3 � 2
x3beliebig

,.- �
$&%x3beliebig

������
1� x3 � 3
2� x3 � p�1q
0� x3

,.- �
�� 1

2
0

�

loomoon

x0

� x3

�� 3
�1

1

�

looooomooooon

Lp0q

Bemerkung 10.8. 1. p�q ist lösbar für jedes b ô A : Kn Ñ Km ist surjektivô RgpAq � m

2. Eindeutigkeit der Lösung: ô Lp0qloomoon
kerpAq

� 0 ô A injektiv ô RgpAq � n

10.2 Permutationen

Permutationen: t1, ..., nu
Definition 10.9. Eine Permutation von n Elementen ist eine Bijektionσ : t1, ..., nu Ñ t1, ..., nu
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Notation:

σ �
�

1 2 3 4 ... n
σp1q σp2q σp3q σp4q ... σpnq

�
Beispiel:

σ �
�

1 2 3 4
4 1 2 3

�
Definition 10.10.

S n B tPermutationen σ auf t1, ..., nuu
S n ist eine Gruppe bezüglich � (Komposition).
Das neutrale Element = idt1,...,nu.σpiq � i@i
S n ist nicht abelsch für jedes n.

Möglichkeiten für Permutationen:�
1 2 3 4 5 ... n
n n� 1 n� 2 n� 3 n� 4 ... 1

�
Kardinalität S n � n � pn� 1q � pn� 2q � ... � 1 � n!
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11 Lineare Algebra 1 vom 11.11.2008

11.1 Das Vorzeichen (Signum) einer Permutation

Definition 11.1. τ P S n heißt Transposition, wenn τ genau zwei Elemente vertauscht und alle
anderen fest lässt.

Das Inverse einer Transposition ist sie selbst:

τ�1 � τ

pτ2 � idq

Beispiel:

τ �
�

1 2 3 4
1 4 3 2

�
Jede Permutation σ P S n lässt sich als Produkt von Transpositionen schreiben:

σ �
�

1 2 3 4
4 1 2 3

�

τ1 �
�

1 2 3 4
4 2 3 1

�
τ1σ �

�
1 2 3 4
1 4 2 3

�
τ2 �

�
1 2 3 4
1 4 3 2

�
τ2τ1σ �

�
1 2 3 4
1 2 4 3

�
� τ3ist eine Transposition

ñ σ � τ1τ2τ3

11.1.1 Signum

Sei σ � τ1τ2 . . . τk dargestellt als Produkt von Transpositionen.

Definition 11.2. Das Signum (Vorzeichen), sgnpσq von σ ist

sgnpσq � p�1qk

Wir nennen σ gerade, wenn sgnpσq � �1 (d.h. k gerade)
Wir nennen σ ungerade, wenn sgnpσq � �1 (d.h. k ungerade)

Warum ist sgnpσq wohldefiniert?
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Satz 11.3. Eine Permutation σ kann nicht gleichzeitig als Produkt einer geraden und als
Produkt einer ungeraden Anzahl an Transpositionen dargestellt werden.

Beweis. Für ti1, i2, . . . , inu � t1, 2, . . . , nq definieren wir

δpi1, . . . , inq B
¹

1¤ j k¤n

pi j � ikq ñ δpi1, . . . , inq , 0

Wir untersuchen den Effekt einer Transposition τ auf δ: τ vertauscht die Elemente ic, id, c   d

A B
¹

j k, j,c,d,k,c,d

pi j � ikq

Cc B
¹
j c

pi j � icq

Cd B
¹
j d

pi j � idq

Md B
¹

c  j d

pi j � idq

Mc B
¹

c k d

pic � ikqloooooomoooooon
d�c�1Faktoren

Dd B
¹
d k

pid � ikq

Dc B
¹
d k

pic � ikq

δ � pic � idq � A �Cc �Cd � Mc � Md � Dc � Dd

Notation:
τpAq B

¹
j k^ j,k,c,d

pτpi jq � τpikqq

Analog τpCcq, τpCdq, . . .

τpAq � A

τpCcq � Cd

τpCdq � Cc

τpDcq � Dd

τpDdq � Dc

τpMcq � p�1qd�c�1Md
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τpMdq � p�1qd�c�1Mc

τpic � idq � id � ic � �pic � idq

τpδq � τpic � idq � τpAq � τpCcq � τpCdq � τpMcq � τpMdq � τpDcq � τpDdq
� �pic � idq � A �Cd �Cc � p�1qd�c�1Md � p�1qd�c�1Mc � Dd � Dc

� �δpi1, . . . , inq
Jetzt zu allgemeinen Permutationen σ (Widerspruchsbeweis):
Angenommen, σ � τ1τ2 . . . τr, r gerade und
σ � τ11τ

1
2 . . . τ

1
s, s ungerade

σδp1, 2, . . . , nq � δpσp1q, σp2q, . . . , σpnqq
� δppτ1τ2 . . . qp1q, pττ2 . . . qp2q, . . . q � �δpτ2τ3p1q, . . . q

� p�1qr � δp1, 2, . . . , nq � δp1, 2, . . . , nq
Andere Darstellung:

σδp1, . . . , nq � δpτ11τ12 . . . p1q, . . . , τ11τ12 . . . pnqq

� p�1qsδp1, . . . , nq � �δp1, . . . , nq
ñ δp1, . . . , nq � �δp1, . . . , nq ñ δp1, . . . , nq � 0

 

Beispiel:

σ �
�

1 2 3 4
4 1 2 3

�
ñ sgnpσq � p�1q3 � �1

11.2 Determinante

Mnp Kloomoon
Körper

q B tn� n Matrizenpai jq|ai j P Ku quadr. Matrizen der Ordnung n

Die Determinante ist eine Funktion von MnpKq detÑ K

Definition 11.4.

A P MnpKq, detpAq B
¸
σPS n

sgnpσq � aσp1q � aσp2q � aσp3q � � � � � aσpnq
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Beispiel:
n � 2

A �
�

a11 a12

a21 a21



S 2 � t

�
1 2
1 2

�
looomooon

id

,

�
1 2
2 1

�
looomooon

τ

u

sgnpidq � �1
sgnpτq � �1

detpAq � sgnpidq � a11 � a22 � sgnpτq � a1τp1q � a2τp2q � a11 � a22 � a12 � a21

(Diesen Fall sollte man sich merken)

Bemerkung 11.5. Beim Invertieren einer 2� 2-Matrix:�
a b
c d



tauchte folgender Faktor auf:

1
ad � bc

� 1

detp
�

a b
c d




11.3 Eigenschaften der Determinante

Alternierend

detp

��������

...
ai
...

ak
...

�������
q � � detp

��������

...
ak
...
ai
...

�������
q

Beweis. Summanden sgnpσqaiσpiq . . . aiσpiq . . . akσpkq . . . anσpnq
Nach Vertauschen:

sgnpσqaiσpiq . . . akσpiq . . . aiσpkq . . . anσpnq
� sgnpσq � � � aiσpkq . . . akσpiq . . .

� sgnpσqaiσ1piq . . . aiσ1piq . . . akσ1pkq . . . anσ1pnq
� �sgnpσ1qaiσ1piq . . . aiσ1piq . . . akσ1pkq . . . anσ1pnq

σ1 B
�

1 2 . . . i . . . k . . . n
1 2 . . . σpkq . . . σpiq . . . n

�
�
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Multilinearität

detp

���
...

ai � bi
...

��
q � detp

���
...
ai
...

��
q � detp

���
...
bi
...

��
q

detp

���
...
λai
...

��
q � λ detp

���
...
ai
...

��
q
detpInq � 1

In �

�����
1 � � � 0 0
0 1 � � � 0

0 0 . . . 0
0 0 0 1

����

11.3.1 Determinante der transponierten Matrix

A Ø At

At � pa jiq, A � pai jq
detpAtq �

¸
σ

sgnpσq � aσp1q1aσp2q2 . . . aσpnqn

�
¸
σ

sgnpσ�1qa1σ�1paqa2σ�1p2q . . . anσ�1pnq � detpAq

sgnpσ�1q � sgnpσq : σ � τ1 � � � � � τk, σ
�1 � τ�1

k � � � � � τ�1
1 � τk � � � � � τ1

Die Determinante ändert sich nicht bei der Transposition einer Matrix.

zwei gleiche Zeilen

Hat A zwei gleiche Zeilen, dann ist die detpAq � 0.
Die Zahl muss 0 sein, da sich beim Vertauschen der beiden Zeilen ja das Vorzeichen ändert,
ohne dass sich aber der Inhalt verändert (siehe oben, alternierend). Das kann nur stimmen,
wenn die Zahl 0 ist.

Zeilenaddition

detp

��������

...
ai
...

a j
...

�������
q � detp

��������

...
ai � a j

...
a j
...

�������
q
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Beweis. Multilinearität

detp

��������

...
ai � a j

...
a j
...

�������
q � detp

��������

...
ai
...

a j
...

�������
q � detp

��������

...
a j
...

a j
...

�������
q

Letztere ist 0 wegen oben (zwei gleiche Zeilen). �

Nullzeile

Ist eine Zeile von A gleich 0, dann ist detpAq � 0.
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12 Lineare Algebra 1 vom 13.11.2008

12.0.2 Lineare Unabhängigkeit der Zeilen einer Matrix

Proposition 12.1.
A � pai jqn�n.tai j, . . . , anulin. u. ô detpAq , 0

Beweis. ”ñ”) tai j, . . . , anu ist eine Basis von Kn.

eiloomoon
kanon. Basisvektoren von Kn

�
¸

j

bi ja j

1 � detpIq � detp

�����
e1

e2
...

en

����
q � detp

�����
°

j1 b1 j1a j1°
j2 b2 j2a j2
...°

jn b2 jna jn

����
q Multilin.�
¸

j1

¸
j2

. . .
¸

jnlooooomooooon
°

j1 , j2 ,..., jn

b1 j1b2 j2 . . . bn jn detp

�����
a j1
a j2
...

a j3

����
q

�
¸
σPS n

b jσp1q . . . bnσpnq detp

��� a1σp1q
...

anσpnq

��
q � ¸
σPS n

b1σp1q . . . bnσpnq detp

��� a1
...

an

��
qsgnpσq

� detpAq
¸

sgnpσqb1σp1q . . . bnσpnq � detpAq detp

�����
b1

b2
...

bn

����
q

ñ 1 � detpAq � detp

��� b1
...

bn

��
q ñ detpAq , 0

Falls jk � jl für k , l, dann ist detp

���������

a jl
a jk
...

a jk
...

a jn

��������

q � 0 (eine Determinante mit zwei gleichen Zeilen

ist immer 0)
”ð”) ta1 j, . . . , anul.a., Zu zeigen: detpAq � 0

ñ Dk : ak �
¸
l,k

λlal
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detpAq � detp

�������
a1
...

ak
...

an

������
q � detp

�����
a1

...
°

l,k λlalq
...

an

����
q �¸
l,k

λl detp

�������
a1
...
al
...

an

������
� 0

(al sitzt auch in der l-ten Zeile, somit sind alle diese Determinanten 0) �

Folgerung: A ist invertierbarlooooomooooon
RgpAq�n

ô detpAq , 0

12.1 Charakterisierung der Determinante

Sei ∆ : Mquadr.pKq Ñ K eine Funktion, die die Eigenschaften pIq, pIIq, pIIIq hat. Dann ist
∆ � det

Beweis.
A � pai jq, ai �

¸
j

ai je j

∆pAq � ∆p

���
°

j1 a1 j1e j1
...°

jn an jne jn

��
q (II)�
¸

j1,..., jn

ai j1 . . . ai jn∆p

��� e j1
...

e jn

��
q (I)�
¸
σPS nloomoon

σpnq� jn

a1σp1q . . . anσpnqsgnpσq∆p

�����
e1

e2
...

en

����
qlooooomooooon
�1 wegen (III)

�
¸
σPS n

sgnpσqa1σp1q . . . anσpnq � detpAq

�

Anwendung:

Proposition 12.2.
detpA � Bq � detpAq � detpBq

Beweis. Fall 1: RgpAq   n oder RgpBq   n

ñ RgpABq   n

detpABq � 0
da entweder detpAq � 0 oder detpBq � 0, ist tatsächlich detpABq � 0

Fall 2: RgpAq � n � RgpBq ñ detpBq , 0
Def: ∆pAq B detpBq�1 � detpABq
Durch Nachrechnen überprüft man, dass ∆ die Eigenschaften pIq, pIIq, pIIIq besitzt. Laut
obigem Satz ñ detpAq � ∆pAq � pdetpBqq�1 � detpABq �
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Folgerung: Ist A invertierbar, dann gilt:

detpAq � detpA�1q � detpA � A�1q � detpIq � 1

ñ detpA�1q � 1
detpAq

12.2 Laplace-Entwicklung

A � pai jqn�n

Definition 12.3. • Minore: Mi j B pn� 1q � pn� 1q-Matrix erhalten durch Streichen der
i-ten Zeile und j-ten Spalte aus A

• Kofaktoren: Ai j B p�1qi� j � detpMi jq
Vorzeichen bilden ein ”Schachbrettmuster”.�� � � � � � �

� � � � � �
� � � � � �

�


A �
�� 2 3 �4

0 �4 2
1 �1 5

�

A11 � � detp

� �4 2
�1 5



q � �20� 2 � �18

A21 � � detp
�

3 �4
�1 5



q � �p15� 4q � �11

A31 � � detp
�

3 �4
�4 2



q � 6� 16 � �10

Satz 12.4. detpAq � ai1 � Ai1 � ai2 � Ai2 � � � � � ain � Ain (Entwicklung ”nach der i-ten Zeile”)
detpAq � a1 j � A1 j � a2 j � A2 j � � � � � an j � An j (Entiwcklung ”nach der j-ten Spalte”)

Beweis.

detpAq �
¸
σ

sgnpσq � a1σp1q . . . anσpnqlooooooomooooooon
enthält genau ein Element aus der i-ten Zeile

� ai1 � A�
i1 � ai2 � A�

i2 � � � � � ain � A�
in

A�
i1, A

�
i2, . . . enthalten kein Element aus der i-ten Zeile.

Für i � j � n :

A�
nn �

¸
σPS n,σpnq�n

sgnpσqa1σp1q . . . an�1σpn�1q
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�
¸

σPS n�1

sgnpσqa1σp1q . . . an�1σpn�1q

� p�1qn�n detpMnnq � Ann

Für allgemeine i, j :
Tausche Zeile i zu Zeile n:

p�1qn�i

Tausche Spalte j zu Spalte n:
p�1qn� j

Insgesamt: p�1qn�i � p�1qn� j � p�1q2n�i� j � p�1qi� j �

Beispiel: (Fortsetzung)

detp
�� 2 3 �4

0 �4 2
1 �1 5

�
q � a11 �A11�a21 �A21�a31 �A31 � 2�p�18q�0�p�11q�1�p�10q � �46

(Man sucht sich möglichst Zeilen mit vielen 0 drin)

12.3 Invertierbarkeit von Matrizen

Für i � k (Diagonale):
detpAq �

¸
ai j � Ai j

Für i , k:

¸
j

ai j � Ak j � detp

�����
...

ai

ai
...

����
q
loooooomoooooon

�0

Γ B pA jiq � pAi jqt

AΓ � pdetpAqq � I

Inverse Matrix bestimmen ohne Gauß-Elimination:

1
detpAqΓ � A�1
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13 Lineare Algebra 1 vom 18.11.2008

Orientierungsprüfung: Anmeldung bis zum 19.12.2008, anmeldung online (noch nicht freigeschal-
tet).

13.1 Determinante einer 3� 3-Matrix - Regel von Sarrus�� a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

�

ñ detpAq � a11a22a33 � a12a23a31 � a13a21a32 � a31a22a13 � a32a23a11 � a33a21a12

Bei den Gegendiagonalen subtrahieren

13.2 Wiederholung

Sei A eine invertierbare n� n-Matrix.

p�1qi�1 det Mi j � Ai j

Γ B pAi jqt
n�n ñ A�1 � 1

det A
� Γ

13.2.1 Anwendung Cramersche Regel zur Lösung inhomogener
Gleichungssystem

A � x � b, A ist eine n� n-Matrix, invertierbar

ñ x � A�1 � b � 1
det A

� Γ � b

pdetpAqq � Xi �
¸

j

Γi j � b j �
¸

j

A jib j �
laplace

detpai . . . ai� jbai�1 . . . anq

xi � detpa1 . . . ai�1bai�1 . . . anq
detpAq

13.3 Geometrische Interpretation der Determinante

Sei F : Rn Ñ Rn linear (Endomorphismus), kann man sich als n� n-Matrix vorstellen.

Satz 13.1. Sei A � Rn beschränkt, ”vernünftig” (z.B. Jordan-messbar). Dann gilt:

volpFpAqq � | detpFq| � volpAq
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Beweisskizze.
L1px1, . . . , xnq B pλx1, x2, . . . , xnq, λ , 0

L2px1, . . . , xnq B px1 � x2, x2, . . . , xnq
L3px1, . . . , xnq B px1, . . . , xi�1, xi, . . . , xnq

(Elementarmatrizen)

Sei ε ¡ 0. Überdecke A durch n-dimensionale Rechtecke Ri mit folgenden Eigenschaften:¸
RiXA,H

volpRiq � volpAq   ε

und
volpAq �

¸
Ri�A

volpRiq   ε

detpL1q � λ, detpL2q � 1, detpL3q � �1

volpRiq � |a1 � b1| � |a2 � b2| � � � � � |an � bn|
Ri � ra1, b1s � ra2, b2s � � � � � ran, bns

volpL1pRiqq � |λa1 � λb1| � |a2 � b2| � � � � � |an � bn|
� |λ|loomoon

| detpL1q|

� |a1 � b1| � � � � � |an � bn|looooooooooooomooooooooooooon
volpRiq

Bei L2 und L3 ändert sich das Volumen nicht:

volpL2pRiqq � volpRiq � | detpL2q| � volpRiq
volpL3pRiqq � volpRiq � | detpL3q| � volpRiq

k � 1, 2, 3:

| detpLkq| �
¸

Ri�A

volpRiq �
¸

Ri�A

volpLkpRiqq ¤ volpLkpAqq ¤
¸

RiXA,H
volpLkpRiqq

�
¸

RiXA,H
| detpLkq| � volpRiq � | detpLkq| �

¸
RiXA,H

volpRiq

ñ Differenz   | detpLkq| � 2ε
ε beliebig ñ volpLkpAqq � | detpLkq| � volpAq
Jedes lineare F : Rn Ñ Rn ist ein Produkt von Elementarmatrizen

z.B. Wenn F � L2L3L1 :

volpFpAqq � volpL2�L3L1pAqq � | detpL2q|�volpL3�L1pAqq � | detpL2q|�| detpL3q|�volpL1pAqq
� | detpL2q| � | detpL3q| � | detpL1q| � volpAq
� | detpL2L3L1q| � volpAq � | detpFq| � volpAq
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Bemerkung 13.2.

A B Einheitswürfel aufgespannt von e1, e2, . . . , en

volpAq � 1

FpAq ist das Parallelotop, aufgespannt von Fpe1q, . . . , Fpenq
Satz 13.3.

volpParallelotopq � | detpFq|
Beispiel anhand eines Parallelogramms:

Flächeninhalt(Parallelogramm) � detp
�

3 1
1 2



q � 6� 1 � 5

13.4 Determinante von Endomorphismen

F : V linÑ V, dimpVq   8
Sei B eine Basis für V . Matrixdarstellung MBpFq
Definition 13.4. detpFq B detpMBpFqq
Wohldefiniert? d.h. ist detpFq unabhängig von B? Ist B1 eine andere Basis, dann existiert
eine invertierbare Matrix S mit MB1pFq � S � MBpFqS�1 (Transformationsformel)

detpMB1pFq � detpS � MBpFqS�1 � detpS q � detpMBpFqq � detpS�1q

� detpS q � detpMBpFqq � 1
det S

� detpMBpFqq

13.5 Eigenwerte & Eigenvektoren

Frage: Gegeben sei eine lineare Abbildung F : V Ñ V , wann existiert eine Basis B von V,
sodass MBpFq eine Diagonalmatrix ist?

Diagonalmatrix �

��� λ1 0 0

0 . . . 0
0 0 λn

��

Bemerkung 13.5. Es existieren immer zwei Basen A ,B mit

MA ,BpFq �
�

Ir 0
0 0



, r � RgpFq
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Angenommen

MBpFqloomoon
�pai jq

�

��� λ1 0 0

0 . . . 0
0 0 λn

��

B � tv1, . . . , vnu

Fpv jq �
¸

i

ai jvi � λ jv j

Definition 13.6. Gilt Fpvq � λv für v P V, v , 0 und λ P K, dann heißt λ Eigenwert (EW) von
F und v Eigenvektor (EV) zum Eigenwert λ.

Bemerkung 13.7. λ � 0 kann Eigenwert sein, aber v � 0 ist nie ein Eigenvektor (laut
Definition v , 0).

Bemerkung 13.8. F ist diagonalisierbar (d.h. es gibt eine Matrix, sodass man auf die Diag-
onalmatrix kommt) ô F hat eine Basis aus Eigenvektoren.

Hinreichendes Kriterium: Sind v1, . . . , vk Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigen-
werten λ1, . . . , λk, dann sind v1, . . . , vk l.u.

Beweis. Induktion: k � 1 : Fpv1q � λ1v1, v1 , 0 ñ t v1loomoon
,0

u l.u.

Induktionsschritt:
ķ

i�1

αivi � 0

0loomoon
Fp0q

� λk

ķ

i�1

αivi � 0 �
¸

αiλkvi

Fp0q � Fp
¸

αiviq �
¸

αiFpviq �
¸

αiλivi

α1λkv1 � α2λkv2 � � � � � αk�1λkvk�1 � αkλkvk � 0

α1λ1v1 � α2λ2v2 � � � � � αk�1λk�1vk�1 � αkλkvk � 0

α1pλk � λ1qv1 � α2pλk � λ2qv2 � � � � � αk�1pλk � λk�1qvk�1 � 0

Wegen Induktionsvoraussetzung:

α1pλk � λ1loomoon
,0

q � 0, . . . , ak�1pλk � λk�1looomooon
,0

q � 0

ñ α1 � α2 � � � � � αk�1 � 0

Durch Einsetzen:
ñ αkvk � 0

Da vk ein Eigenvektor ist vk , 0, somit ñ αk � 0 Somit linear unabhängig �

Sobald eine 2� 2-Matrix also zwei verschiedene Eigenwerte hat ist sie diagonalisierbar.
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14 Lineare Algebra 1 vom 20.11.2008

F : V Ñ V Endomorphismus

λ P K EW : Fpvq � λv, für ein v , 0

eigpF, λq B tv P V|Fpvq � λvu
eigpF, λq ist ein UVR von V:

0 P eigpF, λq
Fpv1q � λv1, Fpv2q � λv2 ñ Fpv1 � v2q � Fpv1q � Fpv2q � λv1 � λv2 � λpv1 � v2q

Fv � λv.Fpµvq � µFpvq � µpλvq � λpµvq
eigpF, λq ist der Eigenraum von F zu λ. Wenn λ kein Eigenwert ist, ist der Eigenraum 0.

Proposition 14.1.
eigpF, λq � kerpF � λ � idvq

Beweis.
Fpvq � λv ô Fpvq � λv � 0 ô v P kerpF � λidq

Fpvq � λidpvq � pF � λidqpvq
�

Proposition 14.2.
λ1 , λ2 ñ eigpF, λ1q X eigpF, λ2q � t0u

Beweis.
v P eigpF, λ1q X eigpF, λ2q

Fpvq � λ1v

Fpvq � λ2v

ñ pλ1 � λ2qlooomooon
,0

v � 0 ñ v � 0

�

Proposition 14.3.
λEigenwert von F ô detpF � λ � idvq � 0

Beweis.

λ Eigenwert von F ô eigpF, λq , 0
1ô kerpF � λidvq , 0 ô RgpF � λidq   n � dimpVq

ô detpF � λidq � 0

�
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14.1 Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus

Sei B eine Basis von V .

Aloomoon
n�n

B MBpFq

PFptq B detpA� t � Inq � detp

�����
a11 � t a12 . . . a1n

a21 a22 � t . . .
...

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann � t

����
q
PF ist das charakteristische Polynom vom Grad n. Die Nullstellen des Polynoms sind die
Eigenwerte (siehe oben, Proposition 3).

MBpF � λidvq � A� λIn

ñ PFptq � detpF � tidq
Da die Determinante eines Endomorphismus wohldefiniert ist, ist auch das charakteristische
Polynom wohldefiniert.

Beispiel:

n � 2, A �
�

1 2
3 2



� F : R2 Ñ R2

PFptq � detpA�tI2q � detp
�

1� t 2
3 2� t



q � p1�tq�p2�6q�6 � 2�3t�t2�6 � t2�3t�4

Nullstellen:
PFptq � t2 � 3t � 4 � pt � 4qpt � 1q

ñ Nullstellen sind 4 und �1
ñ Die Eigenwerte von A � F sind λ � 4,�1.

14.1.1 Hinreichendes Kriterium für Diagonalisierbarkeit

Bei einer 2 � 2-Matrix braucht man 2 verschiedene Eigenwerte, somit ist A diagonalisierbar,
das bedeutet:

D invertierbare Matrix S : S AS�1 �
�

4 0
0 �1




14.2 Praktische Bestimmung der Eigenräume

eigpF, λq � kerpF � λidq ñ Lösung von homogenen Gleichungssystemen
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λ � 4

A� 4I2� �3 2
3 �2


�
x1

x2



�
�

0
0



x1 � 2

3 x2, x2 beliebig.

 
�

2
3



¡looooomooooon

eigpF,4q

λ � �1

A� I2�
2 2
3 3


�
x1

x2



�
�

0
0



x1 � �x2, x2 beliebig

 
�

1
�1



¡� eigpF,�1q

14.2.1 Notwendige Bedingung für Diagonalisierbarkeit

diagpλ1, λ2, . . . , λnq B

�����
λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
...

...
. . .

...
0 0 0 λn

����

Angenommen, A ist diagonalisierbar. ñ D invertierbare Matrix S : S AS�1 � diagpλ1, λ2, . . . , λnq

PAptq � detpA� tInq � detpS AS�1 � S ptInqS�1q � detpdiagpλ1 � t, λ2 � t, . . . , λn � tqq

� pλ1 � tq � pλ2 � tq � � � � � pλn � tq
Wir sehen: A diagonalisierbar ñ PAptq zerfällt als Produkt von Linearfaktoren.

Beispiel:

A �
�

0 �1
1 0



PAptq � t2 � Iloomoon

¥1
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ñ keine Nullstellen über R, also ist A nicht diagonalisierbar über R.

Über C: PAptq � t2 � 1 � pt � iqpt � iq zerfällt in Linearfaktoren über C, in C ist sie also
diagonalisierbar.

Eigenwert � �i

Hinreichende Bedingung ñ A diagonalisierbar über C : D inverse Matrix S : S AS�1 ��
i 0
0 �i



Bemerkung 14.4. Nicht jede Matrix über C ist diagonalisierbar (Bestes allgemeine Resultat:
Jordansche Normalform). Die notwendige Bedingung ist nicht hinreichend.

Problem: Mehrfachnullstellen des charakteristischen Polynomns.

14.2.2 Polynome (Einschub)

Division mit Rest

P,Q P Krts (= P und Q seien zwei Polynome mit einer Variablen t mit Koeffizienten in K)

D!q, r P Krts : P � Qq� r, degprq   degpQq

Behauptung: Sei λ eine Nullstelle von P P Krts, dann DQ P Krts : Pptq � pt � λqQptq.

Beweis.

D!Q, r B P � pt � λqQ� r, degprq   degpt � λq � 1 ñ degprq � 0

ñ rptq � a0, a0 P K

Pptq � pt � λqQptq � a0

0 � Ppλq � pλ� λqQpλq � a0 � a0

ñ a0 � 0

Pptq � pt � λqQptq
�
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Vielfachheit µ für eine Nullstelle

λ P K, Definition:

µp Ploomoon
PKrts

, λq B max tr P N|Pptq � pt � λqrQptq,Q P Krtsu

µpP, λq � 0 ô λ keine Nullstelle von P

Zerfällt P in Linearfaktoren, dann: ¸
λ

µpP, λq � degpPq

14.2.3 Fundamentalsatz der Algebra (Gauß)

Jedes Polynom P P Crts mit degpPq ¡ 0 hat eine Nullstelle in C.

ñ Jedes P P Crts zerfällt in Linearfaktoren.

Pptq � a � pt � λ1q � pt � λ2q � � � � � pt � λnq

R : P P Rrts
P � pt � λ1qpt � λ2q . . . pt � λnq � Qptqloomoon

keine reellen Nullstellen

Qptq zerfällt über C in Linearfaktoren. Sei λ eine Nullstelle von Q. λ � a � ib mit a, b P
R, b , 0.

Qpλq � Qpλq � 0 � 0

ñ λ ist eine Nullstelle von Q. Q enthält pt � λqpt � λq � t2 � pλ� λqloomoon
2a

t � λλloomoon
|λ|2�a2�b2

� t2 � 2at � pa2 � b2q P Rrts
Proposition 14.5.

P P Rrts : P � apt � λ1q � � � � � pt � λnq � Q1ptq � � � � � Qkptq
λi P R

Q j P Rrts quadratisch

F : V Ñ V endomorphismus

Lemma 14.6.
λ Eigenwert von F ñ µpPF , λq ¥ dimpeigpF, λqq
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Beispiel:

A �
�

0 1
0 0



PAptq � t2 � pt � 0q2

µpPA, 0q � 2

dimpeigpA, 0qq � dimpkerpA� 0Iqq � 2� RgpAq � 2� 1 � 1

Angenommen:

S AS�1 �
�

0 0
0 0



A � S�1

�
0 0
0 0



S �

�
0 0
0 0



 

ñ A ist nicht diagonalisierbar.
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15 Lineare Algebra 1 vom 25.11.2008

F : V Ñ V Endomorph.

PFptq charakteristisches Polynom

eigpF, λq
Lemma 15.1.

µpPF , λq ¥ dimpeigpF, λqq
Beweis. Sei tv1, . . . , vru eine Basis von eigpF, λq.
Ergänze zu einer Basis tv1, . . . , vr, vr�1, . . . , vnu von V .

MBpFq �

���������

λ 0 0
0 λ 0 X
0 0 λ
...

...
... A

0 0 0
0 0 0

��������

�

Bemerkung 15.2.

detp
�

A B
0 C



q � detpAq � detpCq

PFptq � detpMBpFq � t � Iq � pλ� tqr � Qptq

Beispiel:

A �
�

0 1
0 0



PAptq � t2

dimpeigpAqq � 2� RgpAq � 2� 1 � 1

µpPA, 0q � 2 ¡ 1

15.1 Diagonalisierbarkeit

Satz 15.3 (Satz (notwendiges und hinreichendes Kriterium für die Diagonalisierbarkeit):). 1.
F diagonalisierbar

2. ô charakteristisches Polynom PFptq zerfällt in Linearfaktoren und
µpPF , λq � dimpeigpF, λqq@ EW λ von F

3. ô V � eigpF, λ1q� � � ��eigpF, λkq, wobei λ1 . . . λk paarweise verschiedene Eigenwerte
von F sind.
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Beweis. • p1q ñ p2q

F diagonalisierbar ñ D Basis B � tvp1q1 , . . . , vp1qr , vp2q1 , . . . , vp2qr2 , . . . , v
pkq, . . . , vprkkqu

sodass:
MBpFq � diagpλ1, . . . , λ2loooomoooon

r1

, λ2, . . . , λ2loooomoooon
r2

, . . . , λk, . . . , λklooomooon
rk

q

Behauptung: tvp1q1 , . . . , vp1qr u ist eine Basis für eigpF, λ1q. Die lineare Unabhängigkeit ist
klar, da die größere Menge an allen Vektoren bereits eine Basis bildet.
Zu zeigen: Erzeugendensystem.

v P eigpF, λ1q

v �
r1̧

i�1

α1
i vp1qi �

¸
i

α
p2q
i vp1qi � . . .

Fpvq � λ1v �
¸

λ1α
p1q
i vp1qi �

¸
λ1α

p2q
i vp2qi � . . .

�
¸

α
p1q
i Fpvp1q1 q �

¸
α
p2q
i Fpvp2qi q � . . .

�
¸

λ1α
p1q
i vp1qi �

¸
λ2α

p2q
i vp2qi �

¸
λ3α

p3q
i vp3qi � . . .

ñ pλ1 � λ2qlooomooon
,0, da λ1,λ2

α
p2q
i � 0

ñ α
p2q
i � 0@i

pλ1 � λ3qlooomooon
,0

α3 � 0

ñ α
p3q
i � 0@i

...

ñ v �
¸

α
p1q
i vp1qi

Analog ist tvp jq
1 , . . . , vp jq

r j u eine Basis für eigpF, λ jq@ j.

v � xtvp1q1 , . . . , vp1qr uy� xtvp2q1 , . . . , vp2qr2 uy� � � �� xtvk, . . . , vk
rk
uy

� eigpF, λ1q� eigpF, λ2q� � � �� eigpF, λkq
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• p3q ñ p2q
Sei tvp jq

1 , . . . , vp jq
r j u eine Basis für eigpF, λ jq.

V � xtvp1q1 , . . . , vp1qr1 u� � � �� tvpkq1 , . . . , vpkqrk uy
ñ Bloomoon

Basis von V

B tvp1q1 , . . . , vp1qr , . . . , vpkq, . . . , vpkqrk qu

MBpFq � diagpλ1, . . . , λ1loooomoooon
r1

, . . . , λk, . . . , λklooomooon
rk

q

PFptq � pλ1 � tqr1 � � � � � pλk � tqrkpr j � dimpeigpF, λ jqq
• p2q ñ p3q

Sei tvp jq
1 , . . . , vp jq

r j u eine Basis für eigpF, λ jq

PFptq � pλ1 � tqr1 � � � � � pλk � tqrk

r1 � r2 � � � � � rk � degpPFptqq � n

B B
¤

j

tvp jq
1 , . . . , vp jq

r j ist l.u.

|B| � r1 � r2 � � � � � rk � n � dimpVq
ñ B ist eine unverlängerbare l.u. Menge
ñ B Basis für V .

• p3q ñ p1q

tvp jq
1 , . . . , vp jq

r u sei eine Basis von eigpF, λ jq. B B
�

j B j ist Basis von V .

MBpFq � diagpλ1, . . . , λ1loooomoooon
r1

, . . . , λk, . . . , λklooomooon
rk

q

�

15.2 Algorithmus zur Diagonalisierung

Sei dimpVq   8, A eine Basis von V , F : V Ñ V endomorphimus, A B MA pFq
Berechne das charakteristische Polynom PF .
Fallunterscheidung:

1: Charakteristisches Polynom zerfällt nicht in Linearfaktoren F ist nicht diagonal-
isierbar.
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2: Charakteristisches Polynom zerfällt in Linearfaktoren Bestimme Basen für alle
eigpF, λq, λ EW von F.

Fallunterscheidung:

1:
D EW λ : µpPF , λq , dimpeigpF, λqq

F ist nicht diagonalisierbar.

2:
@ EW λ : µpPF , λq � dimpeigpF, λqq

B B
¤

aller Basen für die eigpF, λq, λ EW

Spalten S�1 B Koeffizienten der Vektoren in B bezüglich der Basis A

S AS�1 �

�������
λ1 0 0 0 0
0 λ2 0 0 0
0 0 λ3 0 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 � � � λk

������

15.2.1 Anwendung

A �
�

a b
c d



A20 �?

Die Rechnung wird sehr viel einfacher, wenn die Matrix diagonalisierbar ist:�
λ1 0
0 λ2


20

�
�
λ20

1 0
0 λ20

2




S AS�1 �
�
λ1 0
0 λ2



ñ A � S�1

�
λ1 0
0 λ2



S

A20 � A�A�A�� � � � S�1

�
λ1 0
0 λ2



S �S�1

�
λ1 0
0 λ2



S �S�1 � � � � S�1

�
λ20

1 0
0 λ20

2


20

S

Man braucht also S und S�1.
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Beispiel:

A �
�� 1 �3 3

3 �5 3
6 �6 4

�

Diagonalisiere A, wenn möglich.

PAptq � detp
�� 1� t �3 3

3 �5� t 3
6 �6 4� t

�
� �pt � 2q2pt � 4q

ñ 2 EW : λ � �2, µpPA � 2q � 2, λ � 4, µpPA, 4q � 1

eigpA,�2q :

�� 1� p�2q �3 3
3 �5� p�2q 3
6 �6 4� 1p�2q

�
�� x1

x2

x3

�
� 0

�� 3 �3 3
3 �3 3
6 �6 6

�
�� x1

x2

x3

�
� 0

x1 � x2 � x3 � 0

x2, x3 beliebig.

eigpA,�2q � x
�� 1

1
0

�
,
�� 1

0
�1

�
y
µpPA � 2q � 2 � dimpeigpA,�2qq

eigpA, 4q : �x1 � x2 � x3 � 0

x1 � x2 � 0

x3 beliebig.

eigpA, 4q � x
�� 1

1
2

�
y
Bloomoon

Basis für V�R3

B t
�� 1

1
0

�
,
�� 1

0
�1

�
,
�� 1

1
2

�
u
S�1 �

�� 1 1 1
1 0 1
0 �1 2

�
ñ S AS�1 �
�� �2 0 0

0 �2 0
0 0 4

�
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16 Lineare Algebra 1 vom 27.11.2008

16.1 Trigonalisierung

Definition 16.1. Ein Endomorphismus F : V Ñ V, dimpVq   8 ist trigonalisierbar, wenn D
Basis B von V , sodass

MBpFq �
�� x y z

0 y2 z2

0 0 z3

�

(d.h. unterhalb der Diagonale Null)

Definition 16.2. Eine aufsteigende Kette V0 � V1 � V2 � � � � � Vn von UVR von V , mit
dimpViq � i@i � 0, . . . , n heißt Fahne.

pñ V0 � t0u,Vn � Vq
Definition 16.3. Sei F : V Ñ V ein Endomorphismus. Eine Fahne tviu ist F-invariant, wenn
FpViq � Vi@i

Lemma 16.4. F ist trigonalisierbar ô DF-invariante Fahne.

Beweis. ”ñ”) D Basis B � tv1, v2, . . . , vnu von V , sodass MBpFq trigonal.

Vi B xv1, . . . , viy ñ tviu ist eine Fahne

Zu zeigen: Die Fahne ist F-invariant:

1 ¤ j ¤ i, Fpv jq P xv1, . . . , viy

V V

Kn Kn

-F

6
φB�

-
MBpFq

6
φB�

φBpe jq � v j

Fpv jq � FφBpe jq � φB MBpFqpe jq � φBp
�� x y z

0 y2 z2

0 0 z3

�

�����������

0
...
0
1
0
...
0

����������

q j-te Zeile

� φBp
i̧

k�1

ak jekq �
i̧

k�1

ak jφBpekq �
i̧

k�1

ak jvk
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”ð”) tviu F-invariante Fahne. Wähle eine Basis tv1u für V1. Ergänze zu einer Basis tv1, v2u
für V2. etc.
ñ Basis B � tv1, . . . , vnu für Vn � V . MBpFq ist trigonal. �

Satz 16.5. F ist trigonalisierbarô charakteristische Polynom PFptq zerfällt in Linearfaktoren

Beweis. ”ñ”) D Basis B von V ,

MBpFq �

�����
a11 � � �
0 a22 � �
0 0 . . . �
0 0 0 ann

����


PFptq � detp

�����
a11 � t � � �

0 a22 � t � �
0 0 . . . �
0 0 0 ann � t

����
q � pa11 � tq � � � � � pann � tq

”ð”) PF zerfalle in Linearfaktoren.
Idee:

1. Wähle λ1 EW mit EV v1, Setze V1 B xv1y
2. V � V1 � W

3. Definiere G � Projektion von F auf W

4. λ2 Eigenwert von G mit Eigenvektor w2, V2 B xv1,w2y
Führen wir diese also durch:

Induktion nach n.
Für n � 1 : MBpFq trigonal für jede Basis B.
Sei λ1 ein Eigenwert von F und v1 ein Eigenvektor zu λ1. V1 B xv1y
Ergänze tv1u zu einer Basis B � tv1,w2, . . . ,wnu von V .

W B xtw2, . . . ,wnuy ñ V � V1 � W

Definition:
G : W Ñ W : w P W, Fpwq � α1v1 � α2w2 � � � � � αnwn

Gpwq B α2w2 � � � � � αnwn P W,G ist linear

H : W Ñ V1,Hpwq B α1v1 ñ H linear

MBpFq �

�������
λ1 �
0 B
0 B
... B
0 B

������


71



16.2 Jordansche Normalenform 16 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 27.11.2008

B � MB�tv1upGq

PFptqloomoon
zerfällt in Lin.faktoren

� pλ1 � tq � detpB� tIn�1q � pλ1 � tq � PGptq

ñ PpGq zerfällt auch in Linearfaktoren

Induktionsannahme ñ
DG-invariante Fahne tWiu in W (Lemma)

Setze:
pV1 � xv1yq

pVi�1 B Vi � Wi ñ tViu ist eine Fahne

tViu ist F-invariant:
v P Vi�1 ñ v � αv1 � wi,wi P Wi, α P K

Fpvq � αFpv1q � Fpwiq � αλ1v1 � Hpwiqloomoon
PV1looooooomooooooon

PV1

� Gpwiqloomoon
PWipG�invarianzq

�

Korrolar 16.6. Über K � C ist jeder Endomorphismus trigonalisierbar.

Beweis. Über C zerfällt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren laut Fundamental-
satz der Algebra. �

16.2 Jordansche Normalenform

Definition 16.7. Eine quadratische Matrix der Gestalt���������

λ 1 0 0 0 0
0 λ 1 0 0 0
0 0 λ 1 0 0

0 0 0 . . .
. . . 0

0 0 0 0 λ 1
0 0 0 0 0 λ

��������

heißt Jordan-Matrix.

Definition 16.8. Eine Matrix ist in Jordanscher Normalform, wenn sie von der Form�������
J1 0 0 0 0
0 J2 0 0 0
0 0 J3 0 0

0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 Jn

������

ist, wobei die Ji Jordan-Matrizen sind.
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Beispiel: ��������
3 1 0 0 0 0
0 3 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0
0 0 0 15 1 0
0 0 0 0 15 1
0 0 0 0 0 15

�������

ist in Jordanscher Normalenform (JNF).�� 2 1 0

0 2 0
0 0 2

�

ist in JNF �� 3 1 0

0 3 1
0 0 4

�

ist nicht in JNF.

Satz 16.9. F : V lin.Ñ V, V über K, dimpVq   8. Zerfällt PF in Linearfaktoren, dann D Basis
B von V, sodass MBpFq in JNF ist.

Korrolar 16.10. Über C kann jede quadratische Matrix durch Basiswechsel in JNF trans-
formiert werden.

Anwendung: Berechnung von eA, A quadratische Matrix (über C)?

ex �
8̧

k�0

1
k!

xk

Definition 16.11. Eine Folge A1, A2, . . . von Matrizen konvergiert gegen eine Matrix A, wenn
@pi, jq die Folge der pi, jq-Einträge gegen den pi, jq von A konvergiert. Die Reihe

°8
k�0 Ak

konvergiert, wenn die Folge der Partialsummen A0, A0 � A1, A0 � A1 � A2, . . . konvergiert.

Definition 16.12.

eA B
8̧

k�0

1
k!

Ak

(konvergiert für jede Matrix A)

1. S �°8
k�0 Ak �

°8
k�0 S � Ak und p°8 Akq � S � p°8 Ak � S q

2. S � eA � S�1 � eS AS�1
da S eAS�1 � S p°8

k�0
1
k! A

kqS�1 � °8
k�0

1
k!S � Ak � S�1 �° 1

k!pS AS�1qk � eS AS�1
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3. Wenn AB � BA ñ eA � eB � eA�B

Außerdem: D Diagonalmatrix. eD �?. D � diagpλ1, . . . , λnq.

eD �
8̧

k�0

1
k!

��� λ1 0 0

0 . . . 0
0 0 λn

��

k

�
¸ 1

k!

��� λk
1 0 0

0 . . . 0
0 0 λk

n

��


�

���
° 1

k!λ
k
1 0 0

0 . . . 0
0 0

° 1
k!λ

k
n

��
�
��� eλ1 0 0

0 . . . 0
0 0 eλn

��
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17 Lineare Algebra 1 vom 02.12.2008

eA B I � A� 1
2!

A2 � 1
3!

A3 � 1
4!

A4 � . . .

1.
eS AS�1 � S � eA � S�1

2.
AB � BA ñ eA�B � eA � eB

3.
ediagpλ1, . . . , λnq � diagpeλ1 , . . . , eλnq

17.1 Nilpotente Matrizen

Definition 17.1. Eine quadratische Matrix N heißt nilpotent, falls

Dk ¥ 1 : Nk � 0

Beispiel:

N �

����
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

���


N2 �

����
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

���


N3 �

����
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

���

N4 � 0

Sei N nilpotent ñ eN � I � N � 1
2 N2 � 1

3! N
3 � � � � � 1

pk�1q! N
k�1 � 1

k!
Nk � . . .loooomoooon
�0

Beispiel:

N �

����
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

���
� I � N � 1
2

N2 � 1
3!

N3 �

����
1 1 1

2
1
6

0 1 1 1
2

0 0 1 1
0 0 0 1

���


75



17.1 Nilpotente Matrizen 17 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 02.12.2008

Berechnung von eA für eine beliebige komplexe, quadratische Matrix A:
Zuerst bringt man A in die Jordansche Normalenform, bringt sie also auf:

S AS�1 � Jloomoon
JNF

Man kann die Matrix dann auch als

J � Dloomoon
Diagonalmatrix

� Nloomoon
nilpotent

schreiben.

Es gilt DN � ND

A � S�1 � J � S

eA � eS�1�J�S �loomoon
1

S�1 � eJ � S � S�1 � eD�N � S

�loomoon
2

S�1 � eD � eN � S

�loomoon
3,4

S�1 � diagpeλ1 , . . . , eλnq � pI � N � 1
2

N2 � � � � � 1
pk � 1q!Nk�1q � S

Beispiel:

e

�
� ln 3 1

0 ln 5

�


� e

�
� ln 3 0

0 ln 5

�


� e

�
� 0 1

0 0

�



�
�

3 0
0 5



�
��

1 0
0 1



�
�

0 1
0 0




�
�

3 0
0 5



�
�

1 1
0 1
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17.2 Der Satz von Cayley-Hamilton

K � R oder C, V Vektorraum über K, dimpVq   8, F : V Ñ V Endomorphimus
Definition: F2 B F � F, allgemein Fn B F � � � � � Floooomoooon

n
Fn : V Ñ V ist ebenfalls ein Endomorphimus.
Sei Pptq � a0 � a1t � � � � � altl ein Polynom mit Koeffizienten in K.

PpFq B a0 � idv � a1 � F � a2 � F2 � � � � � alF l

ist ebenfalls ein Endomorphimus PpFq : V Ñ V

Satz 17.2. Sei PF das charakteristische Polynom des Endomorphimus F : V Ñ V, dann gilt
PFpFq � 0 : V Ñ V für K � R oder C

Beweis.
K � C

PFptq � pλ1 � tq � � � � � pλn � tqloooooooooooomoooooooooooon
zerfällt in Linearfaktoren

ñ D F-invariante Fahne tViu in V.Vn � V

Basisergänzungssatz:

D Basis tv1, . . . , vnu von V mit B B  tv1, . . . , viu ¡� Vi

MBpFq �

�����
λ1 � � �
0 λ2 � �
0 0 . . . �
0 0 0 λn

����

Mittels Induktion nach i werden wir zeigen:
Definition:

Fi : V Ñ V

Fi B pλ1id� Fq � � � � � pλiid� Fq
ñ Fn � PFpFq

FipViq � t0u
Die Behauptung des Satzes folgt für i � n : Fn � PFpFq,Vn � V

Induktionsanfang: i � 1:

F1pv1q � pλ1id� Fqpv1q � λ1v1 � Fpv1q � 0

i ¥ 2 : Induktionsannahme: Fi�1pVi�1q � t0u

Vi �  vi ¡ �Vi�1
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Sei v P Vi: Zu zeigen: Fipvq � 0

v � αvi � w, α P K,w P Vi�1

Fipvq � αFpviq � Fipwq
Fipwq � Fi�1 � pλiid� Fqpwq � Fi�1p λiwloomoon

PVi�1

� Fpwqloomoon
PVi�1, da F-invariantlooooooooooooomooooooooooooon
PVi�1

q � 0

Fipviq � Fi�1pλivi � Fpviqq � Fi�1pλivi � pλivi

i�1̧

k�1

αkvkqq

� Fi�1p�
i�1̧

k�1

αkvkloooomoooon
PVi�1

q � 0

�
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17.3 Euklidische und unitäre Vektorräume

Messung von Längen und Winkel. Zusatzstruktur auf Vektorraum: Inneres Produkt

Definition 17.3. Eine Bilinearform ist eine Abbildung s : V � W Ñ K, wobei V,W K-
Vektorräume sind, sodass

spλv1 � µv2,wq � λspv1,wq � µspv2,wq
spv, λw1 � µw2q � λspv,w1q � µspv,w2q@λ, µ P K, v1, v2, vloomoon

PV

,w1,w2,wlooomooon
PW

Beispiel:
φ : V Ñ K linear , ψ : W Ñ K linear

spv,wq B φpvq � ψpwq
Definition 17.4. Eine Bilinearform s heißt symmetrisch, wenn W � V und spv,wq � spw, vq, v,w P
V

Definition 17.5. K � C. Eine Abbildung F : V Ñ W mit V,W Vektorraum über C heißt
konjugiert linear (oder semi-linear), wenn Fpv1 � v2q � Fpv1q � Fpv2q, Fpλvq � λ � Fpvq
Definition 17.6. Eine Sesquilinearform (11

2 -fach linear) ist eine Abbildung: s : V � W Ñ
CpV,W C� Vektorräumeq sodass

sp�,wq : V Ñ C semilinear@v,w

spv,�q : W Ñ C linear

Definition 17.7. Eine Bilinearform s : V �W Ñ K ist nicht-degeneriert, wenn gilt

sp�,wq � 0 : V lin.Ñ K ñ w � 0

spv,�q � 0 : W lin.Ñ K ñ v � 0

Definition 17.8. Eine symmetrische Bilinearform s ist positiv definit, wenn spv, vq ¡ 0@v P
VpK � Rq.
Über C: Eine Sesquilinearform s : V � V Ñ C ist eine Hermitesche Form, wenn spv,wq �
spw, vq

Definition 17.9. Eine Hermitesche Form s heißt positiv definit, wenn spv, vq ¡ 0@v P V
(spv, vq � spv, vq ñ spv, vq P R).

Definition 17.10. K � R: Ein inneres Produkt (oder Skalarprodukt) ist eine positiv defi-
nite, symmetrische Bilinearform auf V . pV, sq heißt Euklidischer Vektorraum.
Für K � C: Ein inneres Produkt (oder Skalarprodukt) auf V ist eine positiv definite Her-
mitesche Form s auf V . pV, sq heißt unitärer Vektorraum.
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Beispiel:
V � Rn

sp

��� x1
...

xn

��
,
��� y1

...
yn

��
q � x1y1 � x2y2 � � � � � xnyn definiert das kanonische innere Produkt auf

Rn.

V � Cn

s � x1y1 � x2y2 � � � � � xnyn definiert das kanonische innere Produkt auf Cn.

V � t f : r0, 1s Ñ R| f stetig u ein R-Vektorraum.

s : V � V Ñ R

sp f , gq �
» 1

0
f ptqgptqdt

sp f , f q �
» 1

0
f 2ptqdt» 1

0
f 2 � 0 ñ f � 0

80



18 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 04.12.2008

18 Lineare Algebra 1 vom 04.12.2008

Bei positiv definit gilt: spv, vq ¡ 0@v , 0

18.1 Konstruktion von Bilinearformen/Hermiteschen Formen aus
Matrizen

Definition 18.1. Eine Matrix A ist symmetrisch, wenn At � A (kann nur bei quadratischen
Matrizen zutreffen). Das heißt: pai jq � pa jiq
Eine komplexe Matrix A ist eine Hermitesche Matrix, wenn A

t � A mit (A B pai jq) (manchmal
auch selbstadjungiert genannt).
Eine Hermitesche Matrix muss immer reelle Einträge auf der Diagonalen haben.

Wir arbeiten über C. Sei A eine Hermitesche Matrix n�n, sei V ein C-Vektorraum, dimpVq �
n.

”V � C” : s

���
��� x1

...
xn

��
,
��� y1

...
yn

��

��
� xt � A � y ñ s ist Hermitesche Form

Explizit:

spx, yq � px1, . . . , xnq

���
°n

j�1 ai jy j
...°n

j�1 an jy j

��
�¸
i

xi

¸
j

ai jy j �
¸
i, j

ai j � xiy j

Hermitesche Symmetrie:

spx, yq � xt � Ay � pxtAyqt � ytAtx � ytAx � pytAxq � spy, xq

Für R: Sei A symmetrisch.

spx, yq B xtAy ñ S ist symmetrische Bilinearform

Umgekehrt: Matrixdarstellung einer Bilinearform/Sesquilinearform

s : V � V Ñ R oder C

Sei B � tv1, . . . , vnu eine Basis von V .

MBpS q B pspvi, v jqqi, j

MB ist symmetrisch, wenn s symmetrisch.
MB ist hermitesch, wenn s hermitesch ist.

81
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Beispiel:
V � Rn, s B kanonische innere Produkt

B � te1, . . . , enu kanonische Basis

MBpsq � pspe1, e jqq � In

spei, e jq �
#

1, i � j
0, i , j

Ähnlich für das kanonische innere Produkt auf C.

Wir haben zwei Konstruktionen:
symmetrische Bilinearform/Hermitesche Form.
Durch Anwenden von MBpsq erhalten wir eine symmetrische Matrix/Hermitesche Matrix.
Durch Anwenden von s � xtAy gelangen wir wieder zurück.

Diese Operationen sind invers zueinander:
”ñ”) Sei eine Basis B gegeben. Sei s hermitesch

v �
¸

αivi,w �
¸

βivi

pα1, . . . , αnq � MBpsqloomoon
�pai jq

�

��� β1
...

βn

��

spv,wq � sp

¸
αivi,

¸
β jv jq �

¸
i, j

αiβ j spvi, v jqloomoon
�ai j

� αt � MBpsq � β
”ð”) Gegeben ist A hermitesch.

sApv,wq B pα1, . . . , αnqA

��� β1
...

βn

��


ñ MBpsAq � A, da sApvi, v jq � p0, . . . , 0, 1loomoon
i�te Stelle

, 0, 0q � A �

���������

0
...
1
0
...
0

��������

� ai j
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18.2 Transformationsformel für Formen

Proposition 18.2. Sei s : V � V Ñ C eine Hermitesche Form. Seien A ,B zwei Basen für v.
Sei S B MA ,BpidVq

Cn Cn

V

-S�

@
@RφA �

�
�	 φB�

Dann gilt:
MA psq � S

t � MBpsq � S

Beweis.
A � tv1, . . . , vnu,B � tv11, . . . , v1nu

Seien v,w P V .
v �

¸
αivi �

¸
α1iv

1
i

w �
¸

βivi �
¸

β1iv
1
i

α B

��� α1
...

αn

��


α1 B

��� α11
...

α1n

��

Analog β und β1

α1 � Sα

β1 � S β

spv,wq � αtMA psq � β
spv,wq � α1

t
MBpsq � β1 � pSαqt

MBpsqpS βq � αtpS MBpsqS q � β@v,w P V

d.h. αtMA psqβ � αtpS t
MBpsqS qβ@α, β �

18.2.1 Quadratische Formen

s : V � V Ñ R oder C symmetrische Bilinearform, Hermitesche Form

Definition 18.3.
q : V Ñ R oder C

qpvq B spv, vq
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(zugeordnete ”quadratische Form”)

qpλvq � spλv, λvq � λλspv, vq � |λ|2qpvq

B � tv1, . . . , vnu
v �

¸
αivi

A � MBpsq
Für C:

qpvq � pα1, . . . , αnq � A �

��� α1
...

αn

��
�¸
i, j

ai jαiα j

Für R:
qpvq �

¸
i

aiiα
2
i � 2

¸
i  j

ai j � αiα j

qpv�wq�qpvq�qpwq � spv�w, v�wq�spv, vq�spw,wq � spv, vq�spv,wq�spw, vq�spw,wq�spv, vq�spw,wq � 2spv,wq

ñ spv,wq � 1
2
pqpv� wq � qpvq � qpwqq

(Polare Darstellung von s). ñ s lässt sich aus seiner quadratischen Form vollständig rekon-
struieren.

18.3 Längenmessung

18.3.1 Normierte Vektorräume

Definition 18.4. Ein normierter Vektorraum ist ein Paar pV, || � ||q, wobei V ein Vektorraum
über R oder C ist und || � ||loomoon

”Norm”

: V Ñ R ist eine Abbildung mit:

1.
||λ � v|| � |λ| � ||v||

(Homogenität)

2.
||v� w|| ¤ ||v|| � ||w||

(Dreiecksungleichung)

3.
||v|| � 0 ô v � 0

(Definitheit)

Definition 18.5. Sei X eine Menge. Ein Paar pX, dq heißt metrischer Raum, wenn d : X �
X Ñ R eine Funktion ist, sodass:
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1. Symmetrie: dpx, yq � dpy, xq@x, y P X

2. dpx, zq ¤ dpx, yq � dpy, zq
3. dpx, yq � 0 ô x � y

Bemerkung 18.6. 1. dpx, yq ¥ 0:

0 � dpx, xq ¤ dpx, yq � dpy, xq � 2dpx, yq

2. ||v|| ¥ 0
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19 Lineare Algebra 1 vom 09.12.2008

19.0.2 Norm Ñ Metrik

Sei pV, || � ||q ein normierter Vektorraum. Wir definieren d : V �V Ñ R als dpv,wq B ||v�w||
Wir zeigen, dass d eine Metrik auf V ist.

1. dpv,wq � ||v� w|| � ||w� v|| � dpw, vq ñ ist symmetrisch

2. dpv, uq � ||v� u|| � ||v� w� w� u|| ¤ ||v� w|| � ||w� u|| � dpv,wq � dpw, uq
3. dpv,wq � 0 ô ||v� w|| � 0 ô v � w

Bemerkung 19.1.

dpv,wq �
#

0 für v � w
1 für v , w

(d ist nie aus einer Norm definiert)

19.0.3 Inneres Produkt und Norm

Sei V ein Vektorraum über K (K � R oder K � C).  ,¡: V � V Ñ K sodass

1.   av1 � bv2,w ¡� a   v1,w ¡ �b   v2,w ¡, a, b P K, v1, v2,w P V

2.   v,w ¡�   w, v ¡ (falls K � R dann   v,w ¡�  w, v ¡ (symmetrisch))

3. positiv definit, d.h.   v, v ¡¡ 0 falls v , 0

Proposition 19.2. Die Abbildung || � || : V Ñ R, ||v|| B ?  v, v ¡ ist eine Norm auf V.

Lemma 19.3 (Lemma (Cauchy-Schwarz Ungleichung):). Sei V ein Vektorraum über K (K �
R oder K � C) und  ,¡ ein inneres Produkt, dann gilt:

|   v,w ¡ | ¤ ||v|| � ||w||@v,w P V

mit ||v|| � ?  v, v ¡.
Weiter gilt:

|   v,w ¡ | � ||v|| � ||w|| ô Dλ P K : v � λw

Beweis. Fall 1: w � 0 ist trivial klar.
Fall 2: w , 0 ñ ||w|| , 0. Für alle λ P K,

0 ¤  v� λw, v� λw ¡�

  v, v ¡ �λ   v,w ¡ �λ  v,w ¡� λλ   w,w ¡
� ||v||2 � 2repλ   v,w ¡q � λλ||w||2
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Wir setzen λ B  v,w¡
||w||2 (wohldefiniert)

Es gilt:

0 ¤ ||v||2 � 2rep |   v,w ¡ |2
||w||2loooooomoooooon
PR

q � |   v,w ¡ |2
||w||2 � ||v||2 � |   v,w ¡ |2

||w||2

ô |   v,w ¡ | ¤ ||v|| � ||w||@v,w P V

Wäre |   v,w ¡ | � ||v|| � ||w||, dann ist λ �  v,w¡
||w||w eine Nullstelle von

0 �  v� λw, v� λw ¡ô v� λw � � ô v � λw

�

Proposition 19.4. pv, ,¡q. Dann ist ||v|| B ?  v, v ¡ eine Norm auf V

Beweis. 1. ||λ� v|| � ?  λv, λv ¡ �a
λλ � ?  v, v ¡ �

|λ| � ||v||, λ P K, v P V

2. ||v� w||2 �  v� w, v� w ¡�  v, v ¡ �   v,w ¡ �  v,w ¡�   w,w ¡�
||v||2 � 2rep  v,w ¡q � ||w||2 ¤ ||v||2 � 2|   v,w ¡ | � ||w||2 Cauchy-Schwarz¤
||v||2 � 2||v|| � ||w|| � ||w||2 � p||v|| � ||w||2q ñ ||v� w|| ¤ ||v|| � ||w||

3. ||v|| � 0 ô  v, v ¡� 0 ô v � 0
�

19.0.4 Orthogonalität

Definition 19.5. Sei pV, ,¡q ein Vektorraum. Seien v,w P V , dann heißen v,w orthogonal
zueinander (pvKwq), wenn   v,w ¡� 0
Seien U,W � V (Untervektorraum von V). Dann ist UKW falls uKw@u P U,w P W.
Sei W � V (Untervektorraum von V). Wir definieren WK B tv P V|vKw@w P Wu dann ist
wK ebenfalls ein Untervektorraum von V .
Eine Menge tviuiPI mit vi P V heißt orthogonal, wenn viKv j@i, j P I, i , j.
Die Menge tviuiPI heißt orthonormal falls tviuiPI orthogonal ist und ||vi|| � 1 für alle i P I.

Bemerkung 19.6. Sei tviuiPI orthogonal und vi , 0@i P I. Dann tviuiPI sind linear un-
abhängig.

Beweis. Sei λ j P K (K � R oder K � C), sodass
°
λ jv j � 0.

Zu zeigen: λ j � 0@ j. ¸
λ jv j � 0 ñ 0 �  vk,

¸
λ jv j ¡ @k P I

ñ 0 �
¸

λ j   vk, v j ¡ô 0 � λkvk
vk,0ñ λk � 0@k inI

ñ tv ju jPI linear unabhängig. �
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Proposition 19.7 (Proposition (Gram-Schmidt-Orthogonalisierung):). Sei pV, ,¡q. Seien
v1, . . . , vn P V. Dann gibt es tw1, . . . ,wku, k ¤ n,wi P V mit twiu orthonormal und

  tw1, . . . ,wku ¡�  tv1, . . . , vnu ¡

(Jeder endliche Vektorraum hat eine orthonormale Basis)

Beweis. Wenn v1 � 0, gehe zu v2. Sonst w1 B
v1
||v1|| (wohldefiniert weil ||v1|| , 0 and

||w1|| � 1).
Wenn v2 P  tw1u ¡, gehe zu v3. Sonst w2 B

v2� v2,w1¡w1
||v2� v2,w1¡w1|| (wohldefiniert ||v2�   v2,w1 ¡

w2|| , 0, ||w2|| � 1).
||w2|| � 1 und w2Kw1.

  w2,w1 ¡� 1
||v2�   v2,w1 ¡ w1||   v2�   v2,w1 ¡ w1,w1 ¡

� 1
||v2�   v2,w1 ¡ w1|| p  v2,w1 ¡ �   v2,w1 ¡   w1,w1 ¡looooomooooon

1

q

� 1
||v2�   v2,w1 ¡ w1|| p  v2,w1 ¡ �   v2,w1 ¡q � 0

Wenn v3 P  tw1,w2u ¡ gehe zu v4. Sonst w3 B
v3� v3,w1¡w1� v3,w2¡w2
||v3� v3,w1¡w1� v3,w2¡w2||

||w3|| � 1,w3Kw2,w3Kw1

Für v j ,  tw1, . . . ,wmu ¡,m ¤ n. Setze w j�1 B
vn�

°m
i�1 v j,wi¡wi

||vn�
°m

i�1 v j,wi¡wi|| .
Dann ||w j�1|| � 1,w j�1Ktw1, . . . ,wmu �

Korrolar 19.8. pV, ,¡q und V hat dimkpVq   8. Dann hat V eine orthonormale Basis.

Beispiel: Sei V � t f : r�1, 1s Ñ R, f stetigu (V Vektorraum über R)
  f , g ¡B ³1

�1 f ptqgptqdt (wohldefiniert).
Wir wenden Gram-Schmidt auf t1, t, t2, t3, . . . u mit t P r�1, 1s.

1. v1 � 1. ||v1|| �
b³1

�1 1dt � ?
2, w1 � 1?

2

2. v2 � t,   v2,w1 ¡�
³1
�1

t?
2
dt � 0,

w2 � v2
||v2|| � t?

2
3

weil
³1
�1 t2dt � 2

3

Macht man weiter, erhält man P B t 1?
2
, t

2
3
,

t2� 1
3?
8
45

, . . . u. Diese sind normiert die Legendre-

Polynome (Normierung bedeutet in dem Fall die Multiplikation mit einem Faktor, sodass
Pnp1q � 1). Diese Polynome lösen die Differenzialgleichung

p1� t2qy2 � 2ty1 � pn� 1qny � 0
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20 Lineare Algebra 1 vom 11.12.2008

Beispiel: R2, kanonisches x, y:

v �
�

1
0



,w �

�
0
1



vKw, denn xv,wy � 1 � 0� 0 � 1 � 0
Allgemein:

v �
�

x
y



, ||v|| �

b
xv, vy �

a
x2 � y2

20.1 Distanz / Bessels Ungleichung

Sei W � V ein Untervektorraum, pV, x, yq ein unitärer Vektorraum.
Sei v P V,w P W, wir definieren:

distpv,Wq B minp||v� w||q
Sei tw1, . . . ,wnu eine Orthonormalbasis für W.

w �
¸

i

λiwipλi P Cq

0 ¤ ||v� w||2 � xv� w, v� wy � xv, vy � xw, vy � xv,wy � xw,wy
� ||v||2 � x

¸
i

λiwi, vy � xv,
¸

i

λiwiy � x
¸

i

λiwi,
¸

j

λ jw jylooooooooomooooooooon
°

i, j λiλ jxwi,w jy

xwi,w jy � δi j

δi j B

#
1, wenn i � j
0, wenn i , j

, (Kroneckersymbol)

Durch die Orthonormalität (zwei verschiedene Vektoren haben das innere Produkt 0, die
Länge ist 1) gilt:

� ||v||2 � x
¸

i

λiwi, vy � xv,
¸

i

λiwiy �
¸

i

λiλi

� ||v||2 �
¸

λixwi, vy �
¸

λ j xv,w jyloomoon
xw j,vy

�
¸

i

λiλi

� ||v||2 �
¸
pλi � xwi, vyqpλi � xwi, vyq �

¸
i

|xwi, vy|2

� ||v||2 �
¸
|λi � xwi, vy|2loooooomoooooon

¥0

�
¸
|xwi, vy|2
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ist ein Minimum genau dann, wenn λi � xwi, vy. Das Mimimum von ||v� w|| wird angenom-
men für w � °xwi, vy � wi

0 ¤ ||v||2 �
¸
|xwi, vy|2¸

|xwi, vy|2 ¤ ||v||2 (Bessels Ungleichung)

distpv,Wq �
b
p||v||2 �

¸
|xwi, vy|2q

Die xwi, vy heißen Fourier-Koeffizienten von v bezüglich der Orthonormalbasis tw1, . . . ,wnu.

20.2 Orthogonale/unitäre Endomorphismen

Sei pV, x, yq ein euklidischer oder unitärer Vektorraum, F : V Ñ V ein Endomorphismus.

Definition 20.1. F heißt orthogonal (euklidisch) oder unitär wenn xFpvq, Fpwqy � xv,wy@v,w P
V

Bemerkung 20.2. F erhält Längen:

||Fpvq|| �
b
xFpvq, Fpvqy �

b
  v, vy � ||v||

(ñ längenerhaltende Abbildungen)

Bemerkung 20.3. Ist F unitär, dann sind alle Eigenwerte von F auf dem Einheitskreis � C:
Angenommen Fpvq � λv, v , 0 ñ ||v|| , 0.

||v|| � ||Fpvq|| � ||λv|| � |λ| � ||v||
||v|| , 0 ñ |λ| � 1

Wenn F orthogonal ist und λ ein Eigenwert, dann ist λ � �1.

Bemerkung 20.4. Für dimpVq   8 ist ein orthogonaler/unitärer Endomorphismus F immer
ein Automorphismus:

Fpvq � 0 ñ ||v|| � ||Fpvq|| � 0 ñ v � 0

ñ kerpFq � 0, F injektiv, also ein Isomorphismus.

20.3 Orthogonale/unitäre Matrizen

Definition 20.5. • Sei A eine reelle n� n-Matrix. A ist orthogonal, wenn A�1 � At.

• Sei A eine komplexe n� n-Matrix. A ist unitär, wenn A�1 � At.

Bemerkung 20.6. A unitär ñ | detpAq| � 1.

Proof.
| detpAq|2 � pdetpAqqpdetpAqq � detpAq � detpAq

� detpAq � detpAtq � detpAq � detpA�1q
� detpA � A�1q � detpInq � 1

A orthogonal ñ detpAq � �1 �
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Schreibweise:

Upnq B
#

A|
#

A n� n über C
A unitär

+

Opnq B
#

A|
#

A n� n über R
A orthogonal

+
S Upnq B tA P Upnq| detpAq � �1u
S Opnq B tA P Opnq| detpAq � �1u

Upnq, S Upnq,Opnq, S Opnq sind Gruppen bezüglich der Matrixmultiplikation.

z.B.: A, B P Upnq

pABq�1 � B�1 � A�1 � Bt � At � pABqtq
ñ A � B P Upnq (Abgeschlossenheit).

Beispiel:
Up1q � tpzq1�1||z| � 1u

S Up1q � 1 (triviale Gruppe)

Op1q � t p�1qloomoon
2 Elemente

u � Z{2

S Op1q � 1

Op2q : A �
�

a b
c d



P Op2q�

a c
b d



�
�

a b
c d



�
�

1 0
0 1



ñ
�

a2 � c2 ab� cd
ab� cd b2 � d2



Es ergeben sich folgende Gleichungen:

a2 � c2 � 1

b2 � d2 � 1

ab� cd � 0

Wenn man sich die Gleichungen auf einem Koordinatensystem vorstellt ergibt sich:

a � cospαq
c � sinpαq
b � sinpβq
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d � cospβq
ab� cd � cospαq � cospβq � sinpαq � cospβq � sinpα� βq � 0

Wir beschränken uns also wegen der Periodizität des Sinus auf das Interval r0, 2πq:

α� β �
#

0
π

Betrachten wir die beiden Fälle:

Fall 1:
β � �αñ sinpβq � � sinpαq

cospβq � cospαq

ñ A �
�

cospαq � sinpαq
sinpαq cospαq



detpAq � �1

Fall 2:
β � π� αñ sinpβq � sinpπ� αq � sinpαq

cospβq � cospπ� αq � � cospαq

ñ A �
�

cospαq sinpαq
sinpαq � cospαq



detpAq � �1

Man kann also ein beliebiges Alpha wählen:

@α P r0, 2πq

und erhält damit Op2q.

S Op2q � t
�

cospαq � sinpαq
sinpαq cospαq



|α P r0, 2πqu

Op2q � Matrizen Fall 1 Y Matrizen Fall 2
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21 Lineare Algebra 1 vom 16.12.2008

• A P GLpn,Rq orthogonal, wenn A�1 � tA.

• A P GLpn;Cq unitär, wenn A�1 � tA

• F : V Ñ V unitär/orthogonal, wenn @v,w P V : xv,wy � xFpvq, Fpwqy

21.1 Eigenschaften orthogonaler/unitärer Matrizen/Operatoren

Proposition 21.1. A unitär ô Spaltenvektoren von A bilden eine Orthonormalbasis von Cn

ô Zeilenvektoren von A bilden eine Orthonormalbasis von Cn

Beweis. Die Spaltenvektoren bilden eine Basis, da die Matrix regulär ist.
Sei A � pa1, . . . , anq
Spaltenvektoren sind eine Orthonormalbasis ô δi j � xai, a jy � taia j � pi, jq-Eintrag von
tA � A
Da tAA � I gilt, sind wir fertig. �

Für die Zeilenvektoren betrachtet man A � tA und führt den Beweis analog durch.

Proposition 21.2. n � dimpVq   8, V unitär mit einer Orthonormalbasis B, F : V Ñ V
linear. Dann gilt: F unitär ô MBpFq unitär

Proposition 21.3. n � dimpVq   8, V orthogonal mit einer Orthonormalbasis B, F : V Ñ
V linear. Dann gilt: F orthogonal ô MBpFq orthogonal

Beweis. B � tv1, . . . , vnu, v �
°
αivi,w � ° βivi.

Fpvq �
¸

α1ivi, Fpwq �
¸

β1ivi

Sei α B

��� α1
...

αn

��
, β, α1, β1 analog.

”ñ”: Sei F unitär.

tα � In � β � tαβ � xv,wy �
F unitär

xFpvq, Fpwqy � tα1β1 � tpMBpFqαq � pMBpFqβq

� tα � tpMBpFqqMBpFqβ @α, β P V

Da das für alle α, β gilt, folgt In � tMBpFq � MBpFq ñ unitär
”ð”:

xFpvq, Fpwqy � tα1β1 � tα � tpMBpFqq � MBpFqloooooooooomoooooooooon
�I, da MBpFq unitär

�β � tαβ � xv,wy

�
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Satz 21.4. Sei n � dimpVq   8, F : V Ñ V linear, unitär. Behauptung: D Orthonormalbasis
bestehend aus Eigenvektoren von F (insbesondere sind unitäre Operatoren diagonalisierbar).

Beweis. Induktion nach n � dimpVq.
Induktionsanfang: n � 1 trivial klar.
Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte für n� 1.
Induktionsschritt: Sei n ¥ 2. PFptq zerfällt über C. PFptq � �pt � λ1q � � � � � pt � λnq, λi P C
Sei v1 Eigenvektor zum Eigenwert λ1 der Länge ||v1|| � 1
Sei W B xv1yK.
Behauptung: FpWq � W. Sei w1 P W, also xw1, v1y � 0.
Zu zeigen: xFpw1q, v1y � 0

λ1loomoon
,0

xFpw1q, v1y � xFpw1q, λ1v1y � xFpw1q, Fpv1qy �
F unitär

xw1, v1y � 0

Da λ1 Eigenwert ist, folgt |λ1| � 1 , 0, damit muss xFpw1q, v1y � 0 sein. ñ Fpw1q P W ñ
FpWq � W.
F|W : W Ñ W ist wieder unitär. Weiterhin dimpWq � n � 1. Laut Induktionsvorausset-
zung D Orthonormalbasis tv2, . . . , vnu von W aus Eigenvektoren von F|W ñ tv1, v2, . . . , vnu
Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren von F. �

Sei A P Upnq � tB P GLpn;Cq|B unitäru.
Betrachte A als lineare Abbildung A : Cn Ñ

unitär
Cn ñ D Orthonormalbasis B � tv1, . . . , vnu aus

Eigenvektoren von A. Setze S B pv1, . . . , vnq (Eigenvektoren als Spalten), (n�n-Matrix). Die
Spaltenvektoren bilden eine Orthonormalbasis. Aus der Proposition folgt S P Upnq. Es gilt:
tS � A � S � S�1 � A � S � diagpλ1, . . . , λnq.

Korrolar 21.5. Sei dimpVq   8, F : V Ñ V unitär. Dann ist V die orthogonale Summe der
Eigenräume von F,

V � eigpF, λ1q� � � �� eigpF, λ2q
mit λ1, . . . , λk paarweise verschiedene Eigenwerte von F.

Definition 21.6. Eine orthogonale Summe ist eine direkte Summe von paarweise orthogo-
nalen Summanden.

Beweis. Aus dem Satz folgt direkt, dass F diagonalisierbar. Bekanntes Resultat: V : K �
Vektorraum, dimpVq   8, F : V Ñ V linear. Dann gilt:

F diagonalisierbar ô V � eigpF, λ1q� � � �� eigpF, λkq
Es bleibt zu zeigen, dass Eigenräume paarweise orthogonal sind:
Sei v P eigpF, λiq,w P eigpF, λ jq, i , j. zu zeigen: xv,wy � 0

xv,wy �
F unitär

xFpvq, Fpwqy �
λi,λ j Eigenwerte,v,w Eigenvektoren

xλiv, λ jwy �
Sesquilinearform

λiλ jxv,wy
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Annahme: xv,wy , 0 ñ λiλ j � 1

λ j � |λi|2loomoon
�1

λ j � λi λiλ jloomoon
�1

� λi  

ñ xv,wy � 0

�

Satz 21.7. Sei V ein euklidischer Vektorraum, dimpVq   8, F : V Ñ V orthogonal. Dann D
Orthonormalbasis B von V sodass

MBpFq �

��������������������

�1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
. . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0

�1 0 0 0 0 0 0 0 0
�1 0 0 0 0 0 0 0

. . . 0 0 0 0 0 0
�1 0 0 0 0 0

cospα1q � sinpα1q 0 0 0
sinpα1q cospα1q 0 0 0

. . . 0 0
cospαkq � sinpαkq

0 sinpαkq cospαkq

�������������������

αi P p0, πq Y pπ, 2πq

Beweis. Induktion nach n � dimpVq.
Für n � 1 gilt detpFq � �1.
Für n ¥ 2 gilt:

PFptq � �P1ptq � � � � � Pkptq; Pi P Rrts, degpPiq � 1 oder 2

(Vergleiche Abschnitt über Polynome)
Fall 1: Eines der Pi hat Grad 1. (pt � λq)
ñ F hat einen Eigenwert mit Eigenvektor v , 0.
Sei W B xvy ñ FpWq � W : Fpvq � λv ñ Fpαvq � pαλqv (da Eigenwert = �1 , 0, da es
eine orthogonale Abbildung ist).
Fall 2: Alle Pi haben Grad 2. Cayley-Hamilton ñ 0 � PFpFq � P1pFq � � � � � PkpFq. Wäre

kerpPipFqq � 0@i ñ P1pFq � � � � � PkpFq injektiv  

ñ Di : kerpPipFqq , 0 ñ Dv , 0 : PipFqpvq � 0

PipFq hat die Form t2 � ta� b. Setze W B xtv, Fpvquy.
Behauptung: FpWq � W, da 0 � PipFqpvq � FpFpvqq � Fpvqa� idpvq � b.

ñ FpFpvqq � �aFpvq � bv P W

Es gilt auch: FpWq � W (da F orthogonal und dimpVq   8 ñ F isomorphismus).
Fazit: Es existiert ein Untervektorraum W von V mit dimpWq � 1 oder 2 mit FpWq � W. �
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Fortsetzung vom 16.12.2008:

Beweis. Induktion nach n � dimpVq
Wir hatten gezeigt: D Untervektorraum W � V mit dimpWq � 1 oder 2 und FpWq � W. �

Behauptung: FpWKq � WK, zu zeigen: v P WK ñ Fpvq P WK

xv,wy � 0@w P W

xFpvq,wy �
F�1 ist orthogonal

xF�1Fpvq, F�1pwqy � xv, F�1pwqloomoon
PW

y � 0

Wir können also F einschränken:
F|WK : WK Ñ WK ist orthogonal

dimpWKq ¤ n� 1

Laut Induktionsannahme: D Orthonormalbasis A von V , sodass MA pF|WKq die gewünschte
Form besitzt.

Fall 1: dimpWq � 1: Sei v P W mit ||v|| � 1. Setze B � A Y tvu. Dann hat MBpFq
die gewünschte Form, da FpVq � �1 � v (weil F orthogonal, W eindimensional, Länge muss
erhalten bleiben).

Fall 2: dimpWq � 2: Sei A 1 eine Orthonormalbasis von W.

ñ MA 1pF|Wq P Op2q

ñ MA 1pF|Wq �
�

cospαq � sinpαq
sinpαq cospαq



looooooooooooomooooooooooooon

det��1(Drehung)

oder
�

cospαq sinpαq
sinpαq � cospαq



looooooooooooomooooooooooooon

det��1(Spiegelung)

Im ersten Fall setzen wir B B A YA 1.
Im zweiten Fall: Charakteristisches Polynom:

PF|W ptq � detp
�

cospαq � t sinpαq
sinpαq � cospαq � t



� t2 � t cospαq � t cospαq � pcos2pαq � sin2pαqq � r2 � 1 � pt � 1qpt � 1q

ñ D Orthonormalbasis A 2 von W, sodass MA 2pF|Wq �
� �1 0

0 �1



(Spiegelung)

B B A YA 2
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22.1 Selbstadjungierte Endomorphismen

Definition 22.1. Ein Endomorphismus F : V Ñ V heißt selbstadjugiert, wenn

xFpvq,wy � xv, FpWqy@v,w P V

Lemma 22.2. v, v1 P V. Gilt xv,wy � xv1,wy@w P V, dann ist v � v1

Beweis.
xv� v1,wy � 0@w P V

w � v� v1 ñ ||v� v1||2 � 0

ñ v� v1 � 0 ñ v � v1

�

Behauptung: Sei F : V Ñ V ein Endomorphismus, sei v P V .

Dv� P V : xv, Fpwqy � xv�,wy@w P W

Beweis. Sei tv1, . . . , vnu eine Orthonormalbasis von V . Setze v� � °ixv, Fpviqyvi

w �
¸

j

β j � v j

xv�,wy �
¸

i

xv, Fpviqy � xvi,wy �
¸

i

xv, Fpviqy � xvi,
¸

j

β jv jy

�
¸

i

xv, Fpviqy �
¸

j

β j xvi, v jyloomoon
δi j

�
¸

i

xv, Fpviqyβi

� xv,
¸

i

βiFpviqy � xv, Fp
¸

i

βiviloomoon
�w

qy

� xv, Fpwqy
Lemma 22.3. ñ v� ist eindeutig durch den Vektor v bestimmt.

v� ist also eine wohldefinierte Funktion von v P V .

F� : V Ñ V

v ÞÑ v�

Für F� gilt: xv, Fpwqy � xF�pvq,wy@v,w
F� ist linear (also ein Endomorphismus):

xF�pλ1v1 � λ2v2q,wy
� xλ1v1 � λ2v2, Fpwqy � λ1xv1, Fpwqy � λ2xv2, Fpwqy

� λ1xF�pvq,wy � λ2xF�pv2q,wy
� xλ1, F�pv1q � λ2F�pv2q,wy@w P W
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Lemma 22.4. ñ F�pλ1v1 � λ2v2q � λ1F�pv1q � λ2F�pv2q
�

Definition 22.5. F� ist der zu F adjungierte Endomorphismus bzgl x�, �y Also gilt: F ist selb-
stadjungiert ô F� � F

Definition 22.6. F : V lin.Ñ V heißt normal, wenn FF� � F�F

Beispiel: 1) unitär ñ normal:

F� � F�1 ñ FF� � FF�1 � idv � F�1F � F�F

2) selbstadjungiert ñ normal:

F � F� ñ FF� � F2 � F�F

Rechenregeln:
pF �Gq� � F� �G�

pλFq� � λ � F�

pG � Fq� � F� �G�

pF�q� � F

Matrixdarstellung von F� Sei B B tv1, . . . , vnu eine Orthonormalbasis für V . Sei pai jq �
MBpFq, d.h. Fpv jq �

°
i ai jvi. Wir wollen MBpF�q � pa�i jq bestimmen:

xvk, Fpv jqy � xvk,
¸

i

ai jviy �
¸

i

ai j xvk, viyloomoon
δki

� ak j

xvk, Fpv jqy � xF�pvkq, v jy � x
¸

i

a�ikvi, v jy �
¸

i

a�ik xvi, v jyloomoon
δi j

� a�jk

a�jk � ak j

MBpF�q � tMBpFq
Es folgt:

R : F selbstadjungiert ñ MBpFq symmetrisch

C : F selbstadjungiert ñ MBpFq hermiteschptA � Aq

Lemma 22.7. F : V Ñ V Endomorphismus, F normal

1. kerpFq � kerpF�q
2. eigpF, λq � eigpF�, λq
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Beweis. 1:

||Fpvq||2 � xFpvq, Fpvqy � xF�Fpvq, vy � xFF�pvq, vy � xF��F�pvq, vy � xF�pvq, F�pvqy � ||F�pvq||2

ñ Fpvq � 0 ô F�pvq � 0

2:
G B F � λidv

ñ G� � F� � λidv

ñ G normal

eigpF, λq � kerpGq �
1.

kerpG�q � eigpF�, λq
�
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F : V ñ V linear , dimpVq � n   8
xF�pvq,wy � xv, Fpwqy

F selbstadjungiert ô F � F� ô xFpvq,wy � xv, Fpwqy
ñ F normal ô FF� � F�F

F normal ñ eigpF, λqlooomooon
�kerpF�λ�idq

� eigpF�, λqloooomoooon
�kerpF��λ�idq

Korrolar 23.1. F selbstadjungiert ñ alle Eigenwerte von F sind reell.

Beweis. Sei λ ein Eigenwert von F mit Eigenvektor v, v , 0

λv � Fpvq � F�pvq � λv

v , 0 ñ λ � λñ λ P R
�

23.1 Spektralsatz (Version 1)

(Spektrum(F)B t Eigenwerte von F u)

F : V
lin.ñ V, dimpVq   8

1)

F

#
symmetrisch (selbstadjungiert, R)
normalpCq ñ D eine ONB für V bestehend aus Eigenvektoren zu F

2)
D eine Orthonormalbasis für V bestehend aus Eigenvektoren zu F ñ normal

Beweis (1). C : charakteristisches Polynom PFptq zerfällt in Linearfaktoren

ñ D Eigenwert λ mit Eigenvektor v, Fpvq � λv, ||v|| � 1

R : Wir betrachten PFptq als komplexes Polynom. Als solches zerfällt es in Linearfaktoren.
Die Nullstellen sind wegen des Korollars reell.

ñ D Eigenwert P Rλ mit Eigenvektor v, ||v|| � 1

W B xvyK
Induktion nach n � dimpVq, n � 1

dimpWq � n� 1
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Behauptung:
FpWq � W

w P Wxv,wy � 0
zuzeigenñ xv, Fpwqy � 0

xv, Fpwqy � xF�pvq,wy$'&'%
R� xFpvq,wy � xλv,wy � λ xv,wyloomoon

�0

� 0

C� xλv,wy � λxv,wy � 0

ñ Wir können F einschränken: F| : W ñ W Endomorphismus, ist wieder selbstadjungiert
oder normal.
Induktionsannahme ñ D Orthonormalbasis tv2, . . . , vnu von W bestehend aus Eigenvektoren
von F|
ñ tv, v2, . . . , vnlooomooon

�W

u eine Orthonormalbasis von V aus EV von F. �

Beweis (2). Sei tv1, . . . , vnu eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von F.

Fpviq � λivi, i � 1, . . . , n

F�Fpviq � F�pλiviq � λiF�pviq � λiλivi

FF�pwiq � Fpλiviq � λiFpviq � λiλivi

FF� � F�F

Basis B � tv1, . . . , vnu aus Eigenvektoren von F

MBpFq �

��� λ1 0
...

0 λn

��


MBpF�q � tMBpFq �

��� λ1 0
...

0 λn

��

�

Korrolar 23.2. F selbstadjungiert (R) oder normal (C) ñ F diagonalisierbar
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23.2 Spektralsatz (Version 2)

F selbstadjungiert (R) oder normal (C).
Dann D orthogonale Projektionen Ei : V ñ V mit folgenden Eigenschaften:

1. F � λ1E1 � λ2E2 � � � � � λkEk, λ1, . . . , λk sind die paarweise verschiedenen Eigenwerte
von F (”Spektralzerlegung” von F)

2. id � E1 � E2 � � � � � Ek

3. EiE j � 0, i , j

Bemerkung 23.3. • Ei Projektion ñ E2
i � Ei

• Abstrakt: Eine Projektion E heißt orthogonal, wenn EpvqKpI � EqpVq
Achtung: Eine orthogonale Projektion ist keine orthogonale Abbildung!

Beweis von Version 2. F diagonalisierbar

ñ V � �k
i�1eigpF, λiq, v P V ñ D! Zerlegung

v � v1 � v2 � � � � � vk, vi P eigpF, λiq
Definiere Ei : V ñ V mit Eipvq B vi.
Bild EipVq � eigpF, λiq

1. Fpvq � Fpv1 � � � � � vkq � Fpv1q � � � � � Fpvkq � λ1v1 � � � � � λkvk � λ1E1pvq � � � � �
λkEkpvq � pλ1E1 � � � � � λkEkqpvq

2. Idpvq � v � v1 � � � � � vk � E1pvq � � � � � Ekpvq � pE1 � � � � � Ekqpvq
3. EiE jloomoon

i, j

pvq � Eip0� � � � � 0loomoon
i-te Stelle

� � � � � 0� v j � 0� � � � � 0q � 0

Die Ei sind orthogonal zueinander:

vi P eigpF, λiq, v j P eigpF, λ jq, i , j

λixvi, v jy � xλi, v jy � xF�pviq, v jy
� xvi, Fpvqy � xvi, λ jv jy � λ jxvi, v jy
pλi � λ jqlooomooon

,0

xvi, v jy � 0 ñ xvi, v jy � 0

�
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Beispiel:

A �
�� 3 0 �1

0 2 0
�1 0 3

�
: R3loomoon
x�,�y kanonisches inneres Produkt

ñ R3

(symmetrisch, also selbstadjungiert) ñ Eigenwerte reell

PAptq � pt � 2q2pt � 4q

EWpAq � t2, 4u

eigpA, 2q � kerpA� 2Iq �
$&%x P R3|

�� 1 0 �1
0 0 0

�1 0 1

�
� x � 0

,.-
hat Basis

t
�� 1

0
1

�
,
�� 0

1
0

�
u
eigpA, 4q �

$&%x|
�� �1 0 �1

0 �2 0
�1 0 �1

�
� x � 0

,.-
hat Basis $&%

�� �1
0
1

�
,.-
(Gram-Schmidt)-Orthogonalisierung:
Orthonormalbasis $&%

�� 1?
2
0

1?
2

�
,
�� 0

1
0

�
,
�� � 1?

2
0

1?
2

�
,.-
aus Eigenvektoren von A

S B

�� 1?
2

0 � 1?
2

0 1 0
1?

2
0 1?

2

�
P Op3q

(orthogonale Matrix)

Es gilt: tS AS � S�1AS �
�� 2 0 0

0 2 0
0 0 4

�
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24 Lineare Algebra 1 vom 15.01.2009

Beispiel (Fortsetzung):

A �
�� 3 0 �1

0 2 0
�1 0 3

�

symmetrisch

EWpAq � t2, 4u
Wir bestimmen die Spektralzerlegung von A:

A � 2E1 � 4E2

Wir wissen:
E1 � E2 � I ñ E2 � I � E1

Einsetzen in die erste Gleichung:

A � 2E1 � 4pI � E1q � 4I � 2E1 ñ E1 � 1
2
p4I � Aq

E1 � 1
2

�� 4� 3 0 1
0 4� 2 0
1 0 4� 3

�
� 1
2

�� 1 0 1
0 2 0
1 0 1

�
�
�� 1

2 0 1
2

0 1 0
1
2 0 1

2

�

E2

1 � E1

E2 � I � E1 � . . .

Wenn man A2 bestimmen will:

A2 � p2E1 � 4E2qp2E1 � 4E2q
� 4E1 � 16E2

24.1 Hauptachsentransformation

(= Diagonalisierung von Formen)

V Vektorraum über

#
R

C
, s : V � V Ñ

#
Rp symmetr. Bilinearform q
Cp Hermitesche Formq

Sei A eine Basis von V

ñ A B MA psq � pai jq
ai j � spvi, vrq,A � tv1, . . . , vnu, n � dimpVq

Spektralsatz ñ Es existiert eine Orthonormalbasis sodass, wenn S die Spaltenvektoen der
Orthonormalbasis enthält, gilt:

tS AS � S�1AS � diagpλ1, . . . , λnq
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(Bei orthogonalen und unitären Matrizen ist tS AS � S�1AS )

Da S P
#

Opnq
Upnq

Wenn B eine Basis mit MA ,Bpidvq � S ist, dann gilt MBpsq � tS MA psqS � diagpλ1, . . . , λnq
Wir haben gezeigt: Es existiert eine Basis B � tw1, . . . ,wnu von V sodass

spwi,w jq � λiδi j @i, j

(Diese ganze Rechnung ist die Hauptachsentransformation, die xwiy heißen Hauptachsen von
s)

Konkret: V � Rn, A sei eine reelle, symmetrische n� n-Matrix mit Rang m, b �

��� b1
...

bn

��
P
Rn, c P R.

Definition 24.1. Eine Quadrik auf V ist eine Funktion Qpxq � txAx�2tbx�c � °i, j ai jxix j�

2
°

i bixi � c mit x �

��� x1
...

xn

��
P Rn

• Substitution: x � S y, wobei S eine orthogonale Matrix ist mit tS AS � diagpλ1, . . . , λn, 0, . . . , 0q
(diese Dreh-Matrix ergibt sich aus dem Spektralsatz)

Q � tpS yqApS yq � 2tbS y� c � ty ptS AS qloomoon
diag

y� 2t ptS bqloomoon
�Bb̃

y� c

�
m̧

i�1

λiy2
i � 2

ņ

i�1

b̃iyi � c

• 2. Substitution; zi �
#

yi � b̃i
λi

für 1 ¤ i ¤ m
yi für m   i ¤ n

Q �
m̧

i�1

λipzi � b̃i

λi
q2 � 2

m̧

i�1

b̃ipzi � b̃i

λi
q � 2

ņ

i�m�1

b̃izi � c

�
m̧

i�1

λipz2
i � 2

b̃i

λi
zi �

b̃2
i

λ2
i

q � 2
m̧

i�1

b̃izi � 2
m̧

i�1

b̃2
i

λi
� 2

ņ

i�m�1

b̃izi � c

�
m̧

i�1

λiz2
i � 2

m̧

i�1

b̃izi �
m̧

i�1

b̃2
i

λi
� 2

m̧

i�1

b̃izi � 2
m̧

i�1

b̃2
i

λi
� 2

ņ

i�m�1

b̃izi � c

�
m̧

i�1

λiz2
i � 2

ņ

i�m�1

b̃izi � c̃
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Beispiel: n � 2

A �
�

a11 a12

a12 a22



Qpxqpx1, x2q � a11x2

1 � 2a12x1x2 � a22x2
2 � 2b1x1 � 2b2x2 � c

Wir haben gezeigt durch Drehung und Verschiebung hat Qpx1, x2q folgende Form:

Fall m � 2:
Q � λ1z2

1 � λ2z2
2 � c

(kanonische Form für Quadrik in der Ebene, wir erhalten eine Ellipse/Hyperbel)

x2

a2 �
y2

b2 � 1

x2

a2 �
y2

b2 � 1

Fall m � 1:
Q � λ1z2

1 � 2b̃2z2 � c̃

ñ Parabel

24.2 Die Signatur

Definition 24.2. Sei A eine symmetrische, reelle n� n-Matrix:

spx, yq B txAy

x, y P Rn � V

ñ s : V � V Ñ R
symmetrische Bilinearform
Die Signatur σpsq von s ist

σpsq B p Anzahl der positiven Eigenwerte mit Vielfachheit von Aqloooooooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooooooon
�a�

�

p Anzahl der negativen Eigenwerte mit Vielfachheit von Aqloooooooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooooooon
�a�

Rgpsq � RgpAq � a� � a�
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Beispiel: dim � 2

A �
�

1 0
0 1



spx, yq � txy (kanonisches inneres Produkt auf der Ebene R2)
σpsq � 2 (zwei positive Eigenwerte, keine negativen Eigenwerte)

z.B. S �
�

1 1
0 1



tS AS �

�
1 0
1 1


�
1 1
0 1



�
�

1 1
1 2



Eigenwerte, σ von tS AS ?

detp
�

1� t 1
1 2� t



� p1� tqp2� tq � 1 � 2� 3t � t2 � 1 � t2 � 3t � 1 � 0

3
2
�
c

9� 4
4

� 3� ?
5

2
(Eigenwert von tS AS q

ñ Die Eigenwerte ändern sich.
Aber:

?
5   3 ñ Die beiden Eigenwerte sind immernoch positiv.

s1px, yq � txptS AS qy ñ σps1q � 2 � σpsq

Satz 24.3 (Trägheitssatz von Sylvester:).

n : V � V Ñ R
n � dimpVq

symmetrische Bilinearform, A1,A2 Basen von V
Dann haben MA1psq und MA2psq die gleiche Anzahl von positiven Eigenwerten, die gleiche
Anzahl von negativen Eigenwerten und die gleiche Signatur und den gleichen Rang.

Beweis. Hauptachsentransformation ñ es existieren Basen B1,B2, sodass:
MB1psq � diag und MB1psq hat die gleichen Eigenwerte wie MA1psq
MB2psq � diag und MB2psq hat die gleichen Eigenwerte wie MA2psq
B1 � tv�1 , . . . , v�p ,w1, . . . ,wn�pu, sodass gilt

spv�i , v�i q ¡ 0, spwi,w jq ¤ 0 und sonst � 0

B2 � tu�1 , . . . , u�p ,w1
1, . . . ,w

1
n�p1u, sodass gilt

spu�i , u�i q ¡ 0, spw1
i,w

1
jq ¤ 0 und sonst � 0

Setze V� � xv�1 , . . . , v�p y, dimpV�q � p,W¤0 � xw1
1, . . . ,w

1
n�p1y, dimpW¤0q � n� p1.

Behauptung:
V� XW¤0 � t0u
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Angenommen es existiert ein v P V� XW¤0, v , 0. v � ° λiv�i � ° µ jw1
j (λi nicht alle 0).

spv, vq � sp
¸

λiv�i ,
¸

λ jv�j q �
¸
i, j

λiλ jspv�i , v�j q �
¸

i

|λi|2loomoon
¥0

spv�i , v�j qlooomooon
¡0

¡ 0

spv, vq �
¸
i, j

µiµ jspw1
i,w

1
jq �

¸
i

|µi|2loomoon
¥0

spw1
i,w

1
iqlooomooon

¤0

¤ 0

ñ Widerspruch zur Behauptung

dimpV� � W¤0q � dimpV�q � dimpW¤0q � p� pn� p1q ¤ dimpVq � n

p1 ¤ p

Setze U� � xu�1 , . . . , up1y, dimpU�q � p1, W 1
¤0 � xw1, . . . ,Wn�py

Analog wie vorhin erhält man p ¥ p1 �
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25 Lineare Algebra 1 vom 20.01.2009

25.1 Funktionalkalkül für normale Endomorphismen

Vektorraum V über C, dimpVq   8, A : V Ñ V normal.
Gegeben sie Funktion f : C Ñ C durch eine Potenzreihe f pzq � °8

n�0 anzn von der wir
annehmen, dass sie überall in C konvergiert.
pan P Cq (f ist ”analytisch” oder ”holomorph”)

Beispiel:

f pzq �
8̧

n�0

1
n!

zn

cospxq � i sinpxq � eix �
¸ 1

n!
pixqn �

¸ 1
n!

inxn

�
8̧

k�0

i2k

p2kq! x2k �
8̧

k�0

i2k�1

p2k � 1q! x2k�1

�
8̧

k�0

p�1qk

p2kq! x2k � i
8̧

k�0

p�1qk

p2k � 1q! x2k�1

ñ cospxq �
8̧

k�0

p�1qk

p2kq! x2k

ñ sinpxq �
8̧

k�0

p�1qk

p2k � 1q! x2k�1

Wir wollen f pAq B °8
n�0 anAn berechnen.

Spektralsatz ñ es existiert eine Spektralzerlegung

A � λ1E1 � λ2E2 � � � � � λkEk

(λ paarweise verschiedene Eigenwerte, E orthogonale Projektionen)

E2
i � Ei, EiE j � 0pi , jq

I � E1 � � � � � Ek

f pAq �
8̧

n�0

anpλ1E1 � � � � � λkEkqn

n � 2 : pλ1E1 � � � � � λkEkq2 �
¸

i

λ2
i E2

iloomoon
�Ei

�
¸
i, j

λiλ j EiE jloomoon
�0

�
¸

i

λ2
i Ei

Induktion:
pλ1E1 � � � � � λkEkqn � λn

1E1 � λn
2E2 � � � � � λn

kEk
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f pAq �
8̧

n�0

anpλn
1E1 � � � � � λn

kEkq � p
8̧

n�0

anλ
n
1qE1 � � � � � p

8̧

n�0

anλ
n
kqEk

� f pλ1qE1 � � � � � f pλkqEk

f pAq � f pλ1qE1 � � � � � f pλkqEk

25.1.1 Anwendung: Leonorda da Pisa (genannt ”Fibonacci”)

F0 � 0, F1 � 1, Fk�2 � Fk�1 � Fk ñ 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . . pFibonacci� Zahlenq

Aufgabe: Finde eine geschlossene Form für die Fibonacci-Zahlen!

Uk �
�

Fk�1

Fk




U0 �
�

1
0



k � 0, 1, 2, . . .

Uk�1 �
�

Fk�2

Fk�1



�
�

Fk�1 � Fk

Fk�1



�
�

1 1
1 0



loooomoooon
BA, symmetrisch

�
Fk�1

Fk



� A � uk

uk � Uk � u0

Fk � pukq2 � pAk � u0q2

Wir müssen Ak bestimmen.
f pzq � zk, Ak � f pAq

detpA� λIq � det
�

1� λ 1
1 �λ



� λ2 � λ� 1 � 0

λ� � 1� ?
5

2
A � λ�E� � λ�E�

I � E� � E�

A� λ�I � pλ� � λ�qE�

ñ E� � 1
λ� � λ�

pA� λ�Iq

ñ E� � 1
λ� � λ�

pA� λ�Iq

Ak � f pAq � f pλ�qE� � f pλ�qE� � λk
�E� � λk

�E�
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� λk
�

λ� � λ�
pA� λ�Iq � λk

�
λ� � λ�

pA� λ�Iq

pA� λ�Iqu0 �
�

1� λ� 1
1 �λ�


�
1
0



pAku0q2loomoon
�Fk

� λk
� � λk

�
λ� � λ�looomooon

� 1?
5
pp 1�

?
5

2 qk�p 1�
?

5
2 qkq

(Formel von Binet)

lim
kÑ8

Fk�1

Fk
� λk�1

� � p1�   1q
λk
�p1�   1qk

� λ� � 1� ?
5

2

”goldener Schnitt”

Definition 25.1. Wir nehmen zwei Abschnitte a, b. Der goldene Schnitt definiert sich durch
a
b � a�b

a ñ a
b � 1�?

5
2

Fk�2

Fk�1
� Fk�1 � Fk

Fk�1
� 1� 1

Fk�1

Fk

� 1� 1
Fk�Fk�1

Fk

� 1� 1
1� 1

Fk
Fk�1

� � � � 1� ?
5

2

Weitere Anwendung des Spektralsatzes:

25.2 Der Rayleighquotient

Sei A : V Ñ V selbstadjungiert. ñ Alle Eigenwerte reell.
Wir wollen eine Alternative zum charakteristischen Polynom besprechen um den kleinsten
Eigenwert von A bestimmen zu können.

Definition 25.2. xv, Avy
xv, vy � RApvq

heißt Rayleigh-Quotient (v P V, v , 0)

Spektralsatz ñ es existiert eine Orthonormalbasis tv1, . . . , vnu für V mit Avi � λivi (λi die
Eigenwerte von A)

v �
¸

αivi

RApvq � xv, Avy
xv, vy � x°αivi, A

°
α jv jy

x°αivi,
°
α jv jy �loomoon

Orthonormal.

° |αi|2λi° |αi|2
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(ein gewichtetes Mittel, Gewichte sind die Eigenwerte)
Sei λmin der kleinste Eigenwert

λmin

¸
|αi|2 �

¸
|αi|2λmin ¤

¸
|αi|2loomoon
¥0

λi

λmin ¤
° |αi|2λi° |αi|2 � RApvq

Andererseits: Angenommen λmin � λi0

Setze αi B

#
1, i � i0

0, i , i0
. Dies definiert ein v mit λmin � RApvq ñ λmin � minv,0,vPVRApvq

Beispiel:

A �
�

2 �1
�1 2



psymmetrischq

px yq
�

2 �1
�1 2


�
x
y



� 2px2 � xy� y2q

RApx, yq � 2px2 � xy� y2q
x2 � y2

λmin � minpx,yq,p0,0q
2px2 � xy� y2q

x2 � y2

(Ab hier brauchen wir Stoff aus Ana2 (mehrere Veränderliche))
Gradient

B
Bx

� 0

B
By

� 0

ñ y � xpRApx, xq � 1 ñ λmin � 1q oder y � �xpRapx,�xq � 3 ñ λmin � 3q
einfacher in diesem Fall:

PAptq � t2 � 4t � 3 � 0 ñ t � 1, 3
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26 Lineare Algebra 1 vom 22.01.2009

26.1 Mehr zur Signatur

”Trick” zur Berechnung der Signatur einer symmetrischen nicht-singulären, reellen n � n-
Matrix A

A �
�� 1 2 3 . . .

2 2 3 . . .
3 3 3 . . .

�

Wir betrachten zuerst A1 mit

�
1
�
, dann A2 mit

�
1 2
2 2



etc.

Annahme: Alle Ak sind nichtsingulär.

Satz 26.1.

σpAq � sgnpAq,�#pVorzeichen detpAkq ñ detpAk�1q ändert sich nichtq�#pVorzeichen ändert sichq

Beweis. Induktion nach n.
Induktionsanfang n � 1:

A � A1, σpA1q � sgnpA1q
Induktionsannahme: Die Formel ist korrekt für alle pn� 1q � pn� 1q-Matrizen
Induktionsschritt: n ¥ 2

DT P Opn� 1q

tT � An�1 � T �

���������

P1 0
. . .

Pk

n1
. . .

0 nl

��������

ppi ¡ 0, n j   0q

Setze T 1 B
�

T 0
0 1



, eine n� n-Matrix

T 1 P Opnq

tT 1 � A � T 1 �

�����
��� P1 0

. . .

0 nl

��
 β1
...

βn�1

β1 . . . βn�1 βn

����
C B
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Setze S B

�����������

�����
1 0

1
. . .

0 1

����

�β1{p1

...
�βk{pk

�βk�1{n1
...

�βn�1{nl

0 . . . 0 1

����������

ñ tS BS �

�����
P1 0

. . .

nl

0 λ

����


detpS q � 1

Da tT 1 � pT 1q�1 gilt:

detpAq � detpBq � detpdiagpp1, . . . , nl, λqq � p1 � � � � � nl � λ
detpAn�1q � detpdiagpp1, . . . , nlqq � p1 � � � � � nl

λ , 0 da sonst detpAq � 0 wäre.

Fall λ ¡ 0: Bei detpAn�1q ñ detpAqloomoon
�An

kein Vorzeichenwechsel, da λ ¡ 0.

Zu zeigen: σpAq � σpAn�1q � 1

σpAq �
Trägheitssatz

σpBq �
Trägheitssatz

σ

��� P1
. . .

λ

��
� pk � 1q � l � σpAn�1q � 1

Fall λ   0: Bei detpAn�1q ñ detpAnq ändert sich das Vorzeichen.
Zu zeigen: σpAq � σpAn�1q � 1

σpAq � σpBq � σ

��� P1
. . .

λ

��
� k � pl� 1q � σpAn�1q � 1

�

Beispiel:

σ

�� 2 1 0
1 2 1
0 1 2

�
�?

detpA2q � det
�

2 1
1 2



� 3 ¡ 0

detpA3q � 2 det
�

2 1
1 2



� 1 det

�
2 1
0 1



� 4 ¡ 0

ñ σpAq � �1� 2 � �3

114



26.1 Mehr zur Signatur 26 LINEARE ALGEBRA 1 VOM 22.01.2009

Wann ist σ � 0?

Definition 26.2. Sei x�, �y,V � V Ñ R eine symmetrische, nichtsinguläre Bilinearform.
Ein Untervektorraum L � V heißt isotrop, wenn:

1. xl1, l2y � 0 @l1, l2 P L

2. dimpLq ¥ 1
2 dimpVq

Beispiel:

xpx1, x2q, py1, y2qy B px1 x2q �
�

0 1
1 0



�
�

y1

y2



L B R � p1, 0q � R2 � V ist isotrop, denn:

xpa, 0q, pb, 0qy � a � 0� 0 � b � 0 @a, b

Lemma 26.3. x�, �y nicht singulär ñ detpMBpx�, �yq , 0

Lemma 26.4. Sei k � l ¡ n

ñ det
�

0 �
� �



� 0

Die Matrix hat links oben einen Block von Nullen mit k Zeilen und l Spalten.

Beweis. Induktion nach n.
Induktionsanfang n � 1: k � l ¡ 1 ñ k � l � 1 ñ Matrix � � 0

�ñ det � 0
Induktionsschritt n ¥ 2:

det

�����
0 0��� ak�1
...

an

��
 �

����

Laplace-Entwicklung nach der 1. Spalte:

� ak�1p�1qk�2 detpAk�1q � � � � � anp�1qn�1 detpAnq

Ai �
�

0 �
� �



ist eine pn� 1q � pn� 1q-Matrix, der Nullblock links oben hat nur noch l� 1

Spalten, aber immernoch k Zeilen.

k � pl� 1q ¡ n� 1 ñ detpAiq � 0 @i

�

Definition 26.5. L � V isotrop.

LK B tv P V|xv, ly � 0 @l P Lu
ñ L � LK
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Proposition 26.6.
L � LK

Beweis. n � dimpVq, k � dimpLq
Wähle Basen:
tl1, . . . , lku von L.
tl1, . . . , lk, vk�1, . . . , vlu von LK

B � tl1, . . . , lk, vk�1, . . . , vl,w1, . . . ,wnu von V .

MBpx�, �yq �

���������

xl1, l1yloomoon
�0

. . . xl1, lkyloomoon
�0

xl1, vk�1ylooomooon
�0

. . . xl1, vlyloomoon
�0

xl,wy

...
. . .

...
...

. . .
...

...
xlk, l1yloomoon
�0

. . . xlk, lkyloomoon
�0

xlk, vk�1ylooomooon
�0

. . . xlk, vlyloomoon
�0

xlk,wy

� � � � � � �

��������

(MB ist eine k � l-Matrix.)
Angenommen l ¡ k:

k � l ¡ 2k ¥ 2 � n
2
� n

k � l ¡ n

Lemma 26.4 ñ detpMBpx�, �yqq � 0
Lemma 26.3 ñ x�, �y ist singulär, Widerspruch �

Außerdem: Angenommen dimpLq ¡ n
2

MBpx�, �yq �
�

0 �
� �



k � l � 2k ¡ n

Lemma 26.4 ñ detpMq � 0 ñ x�, �y singulär, Widerspruch

ñ dimpLq � 1
2

dimpVq, dimpVq gerade

Lemma 26.7. Sei L � V isotrop, sei tl1, . . . , lku eine Basis von L. Dann existiert tl�1 , . . . , l�k u
mit

1. tl1, . . . , lk, l�1 , . . . , l
�
k u Basis von V

2. xl�i , l jy � δi j

Bemerkung 26.8.
V � L � Eloomoon

te1,...,eku
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L � LK ñ pxli, e jyqi, j ist nichtsingulär
Sei pαi jqi, j die zu pxli, e jyqi, j inverse Matrix.

l�i B
¸

j

αi je j

Satz 26.9.
D isotroper Untervektorraum ô σpx�, �yq � 0

Beweis. ”ñ”) Lemma 26.7ñ DB sodass MBpx�, �yq �
�

0 Ik

Ik �



mit einem k�k-Nullblock

Ersetze die i�j durch l�j -(Linearkombination der li)

ñ
�

0 Ik

Ik 0



ñ diagp

�
0 1
1 0



q�

0 1
1 0



ñ σ � 0

”ð”)
MB � diagpp1, . . . , pkloooomoooon

k

, n1, . . . , nklooomooon
k

q

Pi ¡ 0, n j   0

1?
Pi
� pi

1a|n j|
� v j

ñ diagp�1, . . . ,�1,�1, . . . ,�1q
�
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