Der Ricci-Fluss auf Flachen

Es wir der Ricciflufl auf einer kompakten Riemannschen Fliche negativer
Kriimmung studiert.

1. Problemstellung

Unter einer Riemannschen Fliche (M, g) verstehen wir hier eine zweidimen-
sionale zusamenhéngende orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Wir be-
zeichnen mit du das g zugeordnete Flichenmafl. Jedem Punkt a € M ist
die skalare Kriimmung R(a) zugeordnet. Sie ist das Doppelte der GauBsche
Kriimmung, R(a) = 2K(a). Fir die Riccikriimmmung einer Riemannschen
Fléache gilt:

2Rc=R-g.

Wenn M kompakt ist, kann man R iiber ganz M mitteln und erhilt die nor-
malisierte mittlere Krimmung

o f/\/l Rdp
ri= -
Jpq A

Nach dem Satz von GauBB—Bonnet héngt diese nur von dem topologischen Typ
von M ab. Insbesondere hingt r nicht ab von der Wahl der Metrik g auf M
und ist genau dann negativ, wenn das topologische Geschlecht positiv ist.

Im folgenden bezeichnen wir mit f die Ableitung einer Funktion f(¢) nach
t. Ziel ist der Beweis von

1.1 Theorem. Sei (M,g(0)) eine kompakte Riemannsche Fliche. Dann
existiert eine eindeutig bestimmte Schar von Riemannschen Metriken g(t), t €
[0,00), welche von t differenzierbar abhingt und so dass gilt:

g=(r—R)g.

Fir t — oo konvergiert g(t) gegen eine Metrik g(co) konstanter Krimmung r
und zwar gleichmdj$ig in allen Ableitungen.

Zwei Riemannsche Metriken gy, go auf M heiflen konform #quivalent, falls es
eine positive differenzierbare Funktion h auf M gibt, so dass go = hg; gilt.
Der grofle Riemannsche Abbildungssatz kann folgendermaflen ausgesprochen
werden:

Sei (M, g) eine Riemannsche Fliche. Dann existiert eine konform dquivalente
Metrik, welche konstante Kriimmung hat.

Dieser Satz folgt fiir kompakte Flachen aus 1.1, denn es gilt:
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2 Der Ricci-Fluss auf Flachen

1.2 Bemerkung. Sei g(t) eine differenzierbare Schar Riemannscher
Metriken parametrisiert durch ein Intervall [0,b). Es gelte

g=nhg

mit einer positiven Funktion h : M x [0,b) — R. Dann sind alle g(t) konform
dquivalent, genauer gilt

g(t) = g(0) elo MO

Zum Beweis benutze man, dass das positive definite g(t) einen eindeutig bes-
timmten symmetrischen reellen Logarithmus log ¢g(t) hat. Es gilt

dlogg(t)

2T = h(t).

Durch Integration folgt die Behauptung.

2. Etwas Riemannsche Geometrie

Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Wir bezeichnen mit 7, M den
Tangentialraum von M in a, mit 7Ty M seinen Dualraum und mit

p—fach g—fach

TPIM) =T MR- QT M @ ToMR@ - @ Ty M.

Diese konnen auch als Multilinearformen

p—fach g—fach

To(M) x ... x Ty(M) x T (M) x ... x T5(M) — R

betrachtet werden. Schliefllich bezeichnen wir fiir eine offene Teilmenge U C M
mit 779(U) die Menge der auf U definierten und differenzierbaren Tensorfelder
des entsprechenden Typs. Man nennt sie p-fach kontravariant und ¢-fach ko-
variant. Wir erinnern daran, dass die Elemente von 7, sogenannte Vektorfelder,
Derivationen C*®° (M) — C*°(M) sind. Ist M ein offener Teil des R", so sind
0/0x; Basisvektorfelder. Die hierzu dualen Dualfelder sind dx; € 7*(M). Die
Elemente von 7*(M) heilen Differentiale.

Wir erldutern einige Formeln der Riemannschen Geometrie. Der Levi-
Civita-Zusammenhang ordnet jedem A € 7 (M) eine R-lineare Abbildung

Va:T(M) — T(M)
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§2. Etwas Riemannsche Geometrie 3
zu. Diese geniigt der Produktregel
Va(fB) = A(f)B+ fVa(B)
und auflerdem den Regeln
VxY - VyX =[X,Y], Zg(X,Y)=9(VzX,Y)+g(X,VzY)

Die Christoffelsymbole sind durch

k
Vaiak = Zrijak
K
definiert. Sie berechnen sich durch
Lij =35 > g (0i9i + 0igu; — Ougij).
v=1

Die Abbildung
Rm(X,Y)=VxVy - VyVx — Vixy]

ist bilinear und definiert daher einen Tensor Rm, den Riemannschen Kriim-
mungstensor. Der Riemannsche Kriimmungstensor kann aufgefafit werden als
Multilinearform auf 7 x 7 x 7 x 7. Er ist definiert durch

Rm(A, B,C, D) = g(R(A, B)C, D)

Setzt man A = 0;, B = 0;, C = 0y, D = 0y, so erhdlt man die Standardformel
fir die Komponenten R; i = Rm(0;,0;, 0k, 0;) des Kriitmmungstensors:

Rijk = Z g R,
14

p

Der Riemnnsche Kriimmungstensor R(A, B, C, D) ist alternierend in A und B
und auch in C' und D. Kontrahiert man die beiden mittleren Komponenten C'
und D, so erhilt man den Ricci-Tensor. Dieser ist symmetrisch. Kontrahiert
man diesen nochmals, so erhdlt man die skalare Kriimmung R. Im Falle der
Dimension zwei ist diese das doppelte der Gauflschen Kriimmung und durch
die Formel ) )
_ _231212 _ _2912R121 + 922 Ry
det g det g

gegeben.



4 Der Ricci-Fluss auf Flachen

Der rohe Laplace-Operator

Zunachst werde daran erinnert, dass die kovariante Ableitung auch fiir Diffe-
rentiale durch die Formel

Va(w)(B) = Aw(B) — w(Va(B))

erklart werden kann. Man kann nun den Nabla-Operator auf beliebige Tensoren
ausdehnen, so dass diese Ausdehnung mit beliebiger Verjiingung vertréglich ist
und so, dass die Produktregel

VAT ®S)=T®Va(S)+Va(l)® S
gilt. Man kann dann den Nablaoperator V ohne Index durch
V(T)(A,Al, NN ,Ap,wl, e ,wq) = (VAT)(Al, e ,Ap,wl, ce ,wq)

definieren. Dabei wird (p, ¢) durch (p+1,q) ersetzt. Damit kann man auch V?
definieren. Hier wird (p, q) durch (p 4 2,q) ersetzt. Kontrahiert man die zwei
zugewonnenen neuen Variablen, so erhélt man den rohen Laplace-Operator A.
Angewendet auf Funktionen ist dies bis aufs Vorzeichen der Laplace-Beltrami-
Operator. (Fiir Differentialformen hoheren Grades stimmt dies aber nicht.)
Wir berechnen Af fiir Funktionen f. Es ist Vaf = Af, also Vf = df. Wir
erhalten

(V2 (A, B) = (Valdf))(B) = ABf — Va(B)f

In der lokalen Basis 9; = d/0x; errechnet man den Laplace-Operator wirkend

auf Funktionen zu
A=) "g¥ (aiaj = rfjak).
ij K

3. Konformer Wechsel der Metrik

Sei (M, g) eine Riemannsche Fliche. Wir verdnderen nun die Metrik g konform,
indem wir

h=e"g, wueClC>®(M),
bilden.
3.1 Lemma. Seine g, h zwei Metriken auf einer Fliche M, welche konform crR

dquivalent sind,
g=¢e"h.

Dann sind die skalaren Krimmungen Ry, Ry durch die Formel
R, =e “(—Apu+ Rp)
aufeinander bezogen. Hierbei ist Ay, der Laplace-Operator der Metrik h.
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83. Konformer Wechsel der Metrik 5

Beweis. Wir benotigen die Ableitungen der Christoffelsymbole und rechnen
diese einfach aus:

1

811‘% 25 ngy (818jgi,, + 010i9,5 — 8;8Vgij)+
1
5 Z(ﬁlgky)(ajgiu + 0igu; — augij)-

Die Ableitungen der inversen Matrix von g berechnen sich zu (9,9~ %)g +
g 109 =0, also

og™ ==Y 9" 9" g

uv

Nach Voraussetzung ist ¢ = Uh mit einer positiven Funktion U = e~2%, Wir
wollen dies Formel aus 3.1 in einem vorgegeben Punkt von M beweisen und
wiéhlen fiir diesen Punkt ein adaptiertes Koordinatensystem. Die Matrix h soll
in diesem Punkt die Einheitsmatrix sein un die ersten Ableitungen von h in
diesem Punkt sollen verschwinden (Normalkoordinaten fiir die Metrik h). In
einem solchen Punkt ist g ein skalares Vielfaches der Einheitsmatrix e. Dann
vereinfacht sich die zweite Formel zu

g™t = -U"20,9:

und die erste zu

1 1
31Ffj =50 (005 9ik + 010, gr; — 010gij) — 202 Z(algku) (9;9iv +0i90; — Ovgij)
Die Christoffelsymbole selbst in ausgewertet in einem solchen Punkt sind

Ik —

1
ij ﬁ (8ngk + 8@9]4:] — (‘3ng]) .

Auch die noch auftretenden ersten Ableitungen kénnen in dem Punkt ausge-
wertet werden. Differenziert man Uh;g, so folgt nach Auswerten

aygik - ayUazk .

Wir erhalten somit (nach Auswerten)

1
Tk = ﬁ(ajz](sik + 9, Ubkj — 8, Udy5)
und
i 1 oUu
aly; = 2 (010;9ik + 010ig1; — D10kgij) — 202 (0;Udix, + 0,Ubk; — 0xU i)
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6 Der Ricci-Fluss auf Flachen

Im Falle n = 2 kann man sich jetzt eine Tabelle der Christoffelsymbole und
ihrer Ableitungen nach Auswerten verschaffen:

1
F%l = F%z = F%l = —Féz = ﬁalU

1
I3,=0} =T, =-T} =-—=&U
22 21 12 1= 52
Auch ihre Ableitungen nach Auswerten ergeben sich:

82922 (81U)2
Ol = ;U DL
20102912 — 05911 n (02U)?

2U0 202

821“%1 =

Jetzt konnen wir die skalare Kriimmung auswerten:

2R2 2
R = —7121 = —5(81F%1 — oI} + 3,13 — T T3 + 5,15, —I'1,T3,)
_ 0fga2 — 20102912 + 3911 (01U)? + (0:U?)
- U2 + U3

Jetzt wenden wir uns den zweiten Ableitungen zu. Nach Auswerten gilt
0,0y gir = 0,0,Udi, + U0, 0, h.
Dies liefert

(01U)? + (8:U?)
U3

_8%h22 — 28182h12 + 82}111 B O%U + (9%[]

= U U2

+

Man kann diese Formel auch fiir die Funktion U = 1 lesen. Dann erhélt man
die Kriimmung beziiglich h. Zur Unterscheidung verwenden wir jetzt die Be-
zeichnungen R, bzw. Rj, fiir die skalare Kriilmmung beziiglich g bzw. h. Wir
sehen somit:

Ry, 0{U+ 03U N (01U)? + (9:U?)
U U2 Us

In unserer Anwendung ist U = e*. Die Formel in 3.1 ist nunmehr dquivalent
zu

R, =

U+ U (0WU)* 4 (9:U7)
N U U2

Ahu
Nach Auswertung gilt offenbar
Apu = diu + d3u.

Die behauptete Formel ist nun klar. O



83. Konformer Wechsel der Metrik 7

Wir bezeichnen im folgenden mit © die Ableitung einer (u.a.) von t abhéngigen
Funktion v nach ¢. Insbesondere verstehen wir unter ¢¥ die Ableitung von g%
nach t.

3.2 Lemma. Sei g(t) eine differenzierbare Familie von Metriken auf einer Epf
Mannigfaltigkeit, A = Ay der Laplace-Operator. Dann gilt fiir eine (von t
unabhdngige) differenzierbare Funktion u auf M:

0
57 (Au) = Eij 9" 0i0ju—
<17 v 1 .17 v
E 37 9" (9;9:1) Ou — 5 E 37" (0,.9:5) Opu—

tjvk ijrk

17 kv . 1 i kv .
Z g ]gk (aigju)aku + 5 Z g Jgk (8,,gij)6ku—

ijrk vk

1j kv 1 1 - kv
> 975" (9igj) Oku + 3 > 993" (0,9i)0ku

ijvk ijvk

Beweis. Es gilt

B 9 < .
= (Bu) = szg j (aiaj - ; r5j6k>u

_ ; (gz‘j (0.0, - Zk: 00 Ju-+ 9 o (0,0, - Xk: F§j8k>u> .

= §90:0;u—
ij
> 4" T Opu—
ijk
Zgij Ffj Ou
ijk
Aus
10 <& &
F?j =35 o g [0j9iv + 0i9v; — Ou9ij]
v=1
1 n
=5 g 10;Giv + 0idvi — 0ugi5] +
v=1
1 - - kv
) Zg [059iv + 0iguj — Ougij)
v=1



8 Der Ricci-Fluss auf Flachen

folgt
D gV TG =) 079" 0 — 5 D979 g+
ij ijv ijv
ij - kv 1 ij - kv
ZQ 74k digjv — 9 ZQ 74k O Gij
ijv ijv
Hieraus folgt 3.2 unmittelbar. ad

Die Formel aus 3.2 vereinfacht sich, wenn man annimmt, dass ¢ = fg mit
einer skalaren Funktion gilt. Dann folgt aus g~'g = e durch Differentiation

§7 =~ fg".
Dies setzen wir in 3.2 ein.

0 i
E(Au) =— fZg 10;0u+

fZg”g jg’Ll/ 6/{& - —fZg”gk” 8Vglj)8ku—

ijvk ijvk
> 979" Bigj)Ou+ 5 D 979" (udis) Onu+
ijrk ijrk
f Zgwg Zg]l/ aku - _fzg”gky 8u91])8ku
vk vk

Jetzt nutzt man
aagﬁ'y faocgﬂ’y + gﬂﬁ’a f

aus. Die Terme der dritten Zeile, welche den Faktor f enthalten, kiirzen sich
gegen die vierte Zeile und es verbleibt

0

Q(Au) =—f szg”@iaju%—

g 1 g
£ 979" (9;90)0ku — of > 979" (09i5)Ohu—

ijrk ijrk

y 1
> 979" 9;,0; fOpu + 5 > 979" gi;0, fOru

vk ijvk

Die ersten beiden Zeilen ergeben — fAwu. Nutzt man noch
> 979" g5 =¢" und Y gYg;=n
ij ij

aus, so folgt:



§4. Evolution der Kriimmung 9

3.3 Lemma. Sei g(t) eine differenzierbare einparametrige Familie von
Metriken mit der Figenschaft

g=fg,

so gilt (fir eine von t unabhdngige differenzierbare Funktion u):

9 (aw) = —fau+ (2 1) IICHTE

Folgerung. Im Falle n = 2 gilt fiir von t unabhdngiges u

0
aAu = —fAu.

Folgerung. t
- T)dT
Agu=e o 7O Aoy

Man kann aus 3.3 auch leicht eine Formel fiir zeitabhéngiges u ableiten, indem
man 9(At™u)/0t = O(t™Au) /0t nach der Produktregel berechnet:

3.4 Lemma. Unter den Voraussetzungen von 3.3 gilt im Falle n = 2 fiir von

t abhdngiges u:

0
—Au=—fA A
5 U fAu+ A

4. Evolution der Kriimmung

Wir leiten eine Differentialgleichung fiir die skalare Kriimmung unter dem Ricci-
fluss auf einer Riemannschen Fléche her:

4.1 Lemma. Sei g(t) eine differenzierbare Familie von Riemannschen
Metriken auf einer Fliche M, so dass 0g/0t = fg mit einer skalaren Funktion
f gilt. Dann gilt

R=—Af—RJ.

Folgerung. Im Falle f =r — R (normalisierter Riccifluss) folgt

R=AR+R(R—r).

seF

seG

eKr



10 Der Ricci-Fluss auf Flachen

Beweis. Nach 1.2 gilt g = he" mit einer konstanten Metrik h und einer skalaren
Funktion u mit @ = f. Nach 3.1 gilt

R, =e “(—Apu+ Ry).
Differenziert man diese Formel, so folgt
R, = —te " (=Apu+ Rp) — e At = —fR, — e “Ayf.
Aus der zweiten Folgerung von 3.3 erhélt man leicht
e "Apf=Af
und somit die Behauptung. O

Abschitzung der Kriimmung nach unten

4.2 Satz. Sei g(t) eine Losung des normalisierten Ricci-Flusses, welche auf Anu
einem Intervall [0,b) definiert ist. Die mittlere Krimmung r sei negativ. Es
existiert eine Konstante C, welche nur von g(0), nicht aber von I abhdngt, so

dass

—Ce"™<R—r fir 0<t<b
gilt.

Beweis. Man weil aus der Theorie der partiellen Differntialgleichungen,
dass man eine Abschéitzung der Losungen der partiellen Differentialgleichung
R = AR+ R(R — r) aus Abschiitzungen von Losungen der gewdhnlichen Dif-
ferentialgleichung S = S(S — r) gewinnen kann. Genauer gilt:

Sei S(t) eine Losung der gewohnlichen Differentialgleichung mit der Eigenschaft
R(z,0) > S(0) firalle ze€ Mundr >0 (rel).

Dann gilt
R(z,t) > S(t) furalle ze Mundr >0 (re€l).

Die Losung der gewohnlichen Differentialgleichung zu gegebenem Anfangswert
S(0) kann hinschreiben. Im Falle r # 0 hat man

r

S 1-(1- sy)e

S(t)

Nimmt man S(0) = mingea R(z,0), so folgt




§5. Kriimmungspotential 11

Da r nach Voraussetzung negativ ist, gilt

T T
0 = 1
< 5(0) T mimpen R(z,0) ©

und es folgt
r
A=(1—— 1.
0< A= San> <

Dies zeigt auch, dass S(t) fiir alle t > 0 definiert ist. (Hieran scheitert eine
Abschétzung in die andere Richtung). Wir erhalten

rAe

R—r> = —
"= 1 — Aet

r

r
1— Ar

und damit die Behauptung. ad

5. Kriimmungspotential

Das Flachenintegral iiber die Funktion R—r beziiglich des invarianten Flédchen-
elements ist Null. Nach der Hodgetheorie existiert fiir jedes t eine Funktion f
mit der Eigenschaft

Af=R-—r.

Man kann erreichen, dass f(z,t) von (t,z) differenzierbar abhéingt. Da har-
monische Funktionen konstant sind, ist f bis auf die Abénderung f(z,t) + c(t)
mit einer nur von ¢ abhéngigen Funktion bestimmt. Man nennt f ein Potential
der Krimmung. Man kann sich fragen, wie sich das Potential (nach geeigneter
Wahl) zeitlich entwickelt.

5.1 Lemma. Sei g(t) eine Losung des normalisierten Ricciflusses auf einer
kompakten Fldche. FEs existiert ein Potential f der Krimmung, welches der
Differentialgleichung

f=aftrf
gentgt.

Beweis. Wir betrachten zunéchst eine beliebige Losung der Gleichung
Afo =R-—r.

Aus 3.4 folgt
0
E(Au) = Au+ (R —r)Au.
Nun erhalten wir

Afo+ (R—1r)Afo = R.

11
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12 Der Ricci-Fluss auf Flachen

Nutzt man die Evolutionsgleichung R = AR 4+ R(R — r) in Verbindung mit
R = Afy+ r aus, so folgt

Afo+ (R—=1)Afo = AAfy+ R(R —7)
und hieraus .
Afo = A(Af() + Tfo).
Da harmonische Funktionen konstant sind, folgt
fo=Afo+rfo+n

mit einer nur von ¢ abhingigen Funktion 7(¢). Die Losung des Problems ist
nun

F() = folt) — €™ / e~y (r)dr. 0

6. Abschitzungen der Kriimmung

Mittels des Maximumprinzips kann man das Potential f aus 5.1 nun ab-
schitzen: Die Losung der gewohnlichen Differentialgleichung f = rf ist eine
Exponentialfunktion, man erhélt somit:

6.1 Lemma.  Sei g(t), t € (0,b), eine Losung des normalisierten Ricci-
flusses auf einer kompakten Fliche. Dann gilt fiir ein wie in 5.1 normalisiertes
Potential der Krimmung:

f| < Ce

mit einer Konstanten C, welche nur von g(0) abhdngt.

Es ist nun wichtig, dass man g aus dem Kriimmungspotential f rekonstruieren
kann: Aus den Gleichungen

g=(r—Rg=Afg=(f—7rfg
folgt t
9(t) = g(0) exp[£(£) — £(0) —r / f(r)dr].
Damit folgt aus der Abschiitzung 6.1 fiir f:

6.2 Satz. Seig(t), 0 <t < b, eine Lisung des normalisierten Ricciflusses.
Dann existiert eine Konstante g, welche nur von g(0) abhingt, so dass
1

59(0) < 9(t) < Cg(0)

gilt.

12
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§6. Abschitzungen der Krimmung 13

6.3 Satz. Seig(t), 0 <t <b, eine Losung des normalisierten Ricciflusses, f Hgr
ein wie in 5.1 normiertes Potential f der Krimmung. Mit

H:=R—r+|dff
gilt '
H < AH +rH.
Beweis. Wir beginnen mit der Gleichung 4.1:
R=AR+R(R—r).
Verwendet man Af = R — r, so folgt
R=AR+ (Af)?> +7(R—1).

Als néchstes behaupten wir
9 2 2 2
5 ¥1° = (B = r)ldf[" +2(dAf, df) + 2rldf|".

Der Beweis wird einfach mit Koordinaten z1,...,z, gefithrt. Definitions-
geméf ist

|df|* = Zg”@if)(ajf).

Leitet man mit der Produktregel ab, so folgt
9 - ij ij(a. §
5t U7 =2 _g7(0:)(0;) +2 ) g7(0:1)(0;1).
ij ij

Wir erinnern daran, dass aus der Flussgleichung die Formel
3 = (R=r)g".

AuBerdem tragen wir f = Af+rf ein. Die behauptete Formel ist nun evident.
Zusammenfassend folgt nun

H=AH+rH+X
mit
X = Aldf|> — (Af)? = Rldf|” — 2(dAf, df).

Es ldauft also darauf hinaus, als Schliisselungleichung X < 0 zu zeigen. Dies
ist gliicklicherweise eine allgemeine Ungleichung, welche fiir beliebige differen-
zierbare Funktionen f auf einer Riemannschen Fliche gilt. Vor dem Beweis
bendtigen wir eine kleine Vorbemerkung;:

13



14 Der Ricci-Fluss auf Flachen

Das Skalarprodukt zweier Euklidscher Vektorrdume V, W kann man in na-
heliegender Weise auf ihr Tensorprodukt V @ W iibertragen: Ist e; eine Or-
thonormalbasis von V und f; eine solche von W, so ist e; ® f; eine solche des
Tensorprodukts.

Sei V' ein zweidimensionaler FEuklidscher Vektorraum und T ein zweifacher
Tensor und sei t € R seine Verjingung, so gilt

2T > 2.

Sind ¢;; die Komponenten dieses Tensors beziiglich einer Orthonormalbasis, so
bedeutet diese Ungleichung

2(t3, + t1y + t51 +155) > (t1 +ta2)?,

was offenbar richtig ist. Wir wenden diese Ungleichung an auf die ”"Hessemat-
rix” T = |Vdf|?. Thre Verjiingung ist der Laplaceoperator. Es gilt also

V2P = S(AF)*

N =

Um die Schliisselungleichung zu beweisen, geniigt es demnach die folgende Glei-
chung zu beweisen:

6.4 Schliisselgleichung.  Fiir alle differenzierbaren Funktionen auf einer
Riemannschen Fliche gilt:

2(dAf,df) = Aldf|* — Rldf|* — 2[V*f|*

Die Rechnungen sind &hnlich wie in 3.1 und koénnten teilweise von dort
iibernommen werden. Wir beginnen mir der Berechnung der linken Seite in
lokalen Koordinaten 1, zs.

aaf =30, (gijaiajf -y rfjakf) d,.
v 1] k

Die Schliisselgleichung braucht nur in einem festen Punkt bewiesen werden.
Die nun folgenden Gleichungen sollen so verstanden werden, dass sie nach
Auswerten in diesem Punkt giiltig sind. Dies gibt uns die Moglichkeit, das Ko-
ordinatensystem zu adaptieren. Wir wéhlen sogenannten Normalkoordinaten.
Nach Auswerten in dem Punkt gilt somit

9ij = 9”7 =6ij, Orgi; =0, T}, =0.

14
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§6. Abschitzungen der Krimmung 15
Selsbstverstandlich brauchen die zweiten Ableitungen von g und die Ableitun-

gen von I' nach Auswerten in dem Punkt nicht zu verschwinden. Nach
Auswerten erhélt man

AAf = Z(Z 0,02 — > (9,T%)dn f) dz,,
v i k

1
=>_ 0,07 fdz, =} (0,0igix = 50,0495)0nf

vik
und somit
2(dAf,df) =
(L) 257 0:021)(0:8) ~ 23 (0u0:9i8) O1) O f) + > (00093) (O1f) (D f)-
ij vik vik

Als nachstes berechnen wir den ersten Term der rechten Seite.

> g7(0i0; = > TE0k) D g™ (0,1) (0 f).
1J k uv

Wir werten aus und setzen g*/ = §;; und Ffj = 0. Natiirlich diirfen wir +*¥
nicht durch 6" ersetzen, da vor dem Auswerten noch zweimal differenziert
wird. Das Resultat ist also erst einmal

D07 3 g Ou)0f).

Die Summe iiber y, v muss nun zweimal mittels der Produktregel differenziert
werden, anschliefend wird wieder ausgewertet. Das Resultat ist

(R1) 2 Z(@ajf)? +2 Z(@f)(aia?f).

Wir kommen zum zweiten Term der rechten Seite —R|df|?. Die skalare
Kriitmmung ist —2Rj212/ det g. Die Standardformel fiir den Kriimmungsten-
sor ist

Rij, = 0%y — 9,1, + T8, T, —T5 T .
Nach Auswerten erhélt man
Riju = Ry, = 0,T%, — ;T
= %(@@cgﬂ + 0;019ik — 0;019jk — 0;017i1)
im vorliegenden Flichenfall also

R = —2Rj212 = —03g22 + 07911 + —20102912.

15



16 Der Ricci-Fluss auf Flachen

Fiir den zweiten Term auf der rechten Seite folgt
(R2) R|df|* = —(03g22 + 07 g11 — 20102912) (01 ) + (82£)?).
Als letztes berechnen wir den dritten Term auf der rechten Seite. Wir schreiben
V2 =Vdf =) Aydr; © da;.
Wir erinnern an die Definition der Paarung von Tensoren
(dx; ® dxj, dx,, @ dvz,) = (dx;, dx,){dx;,dz,).

Es gilt also
V2P =D AAjug™g’.
1J UV

Jedenfalls gilt (nach Auswerten)
|V2f|2 = ZA%-
]
Wir kommen zur Berechnung von
Aij = V2£(0:,05) = (Vo,df ) (9;).
Aus der allgemeinen Formel (Vaw)(B) = Aw(B) —w(VaB) folgt
(Vadf)(B) = ABf — (VaB)/f.

Zusammen mit

Vo,0; = T'};0n

folgt nun

Aij = 0;0;f =Y TF0kf.
k

Wir erhalten also

(R3) 2[V2f? =2) (8:0;f)*>  (nach Auswerten).
ij
Damit ist die Schliisselgleichung klar. O

Wendet man das Maximumprinzip auf 6.3 an, so folgt in Verbindung mit
4.2

6.5 Satz. Seig(t), 0 <t < b, eine Losung des normalisierten Ricciflusses, Ank
so qilt im Falle negativer mittlerer Krimmung r

IR —r| < Ce™.

mit einer nur von g(0) abhdingigen Konstanten C.

16



§8. Abschitzung der hoheren Ableitungen der Kriimmung 17

7. Abschitzung der ersten Ableitung der Kriimmung

Wir wollen eine Differentialgleichung fiir dR = VR ableiten und auf sie das
Maximumprinzip anwenden:

7.1 Lemma. Fs gilt

%]dRP = AldR|? — 2|V*R| + (4R — 3r)|dR|*.

Beweis. Die linke Seite ist

%WRF = % Zg”@zR@R = Zg”@ZR@R + 2 Zg”@zR@R
iJ

1] 1]
Nutzt man ¢ = (R — r)g" sowie R = AR + R(R — r) aus, so folgt
%)
a|dR|2 = (R —7r)|dR]* + 2(dAR,dR) + 2(2R — r)|dR|?
= (5R — 3r)|dR|* + 2(dAR, dR).

Die behauptete Gleichung folgt nunmehr aus der Schliisselgleichung. g

In der Gleichung 7.1 schéitzt man nun 4R — 3r = r + 4(R — r) nach oben
ab durch r/2 und erhilt bei beliebigem positiven ¢ fiir hinreichend grofe ¢ die
Ungleichung

—|dR|* < AldR —|dR|*.
5| ARI° < AldR[* + S |dR|

Nun kann man das Maximumprinzip anwenden und erhélt:

7.2 Satz. Seig(t), 0 <t < b, eine Losung des normalisierten Ricciflusses,
so gilt im Falle negativer mittlerer Kriimmung r

|dR|? < Ce™/2.

mit einer nur von g(0)abhingigen Konstanten C.

17
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18 Der Ricci-Fluss auf Flachen

8. Abschitzung der h6heren Ableitungen der Kriimmung

Wir betrachten nun allgemeiner den Tensor VR fiir k > 2. Wir werden durch
Induktion nach k£ > 2 folgendes beweisen:

8.1 Satz. Fliire >0 gilt
IVFR| < Cpem/2.

Dies wird induktiv geschehen. Genauer ist die Induktionsmechanismus wie
folgt:

8.2 Lemma. FEs gilt

d
&‘VkR‘Q = A|VFER|? — 2|VFFIR2 4+ Qu(t)
mit |Q(t)] < Ax|VER|? + Bye™/?.

b) IVFR| < Cye™/2.

Im Falle £ = 1 folgt dies unmittelbar aus der exakten Gleichung 7.1 in
Verbindung mit der Abschéitzung 7.2 von dR. Als Induktionbeginn kénnen
wir £ = 1 nehmen. Wir nehmen daher £ > 2 an. Die Aussage sei fiir alle
[ < k anstelle von k bewiesen. Wir miissen dann a) und b) fiir k£ beweisen. Wir

nehmen an, dass a) fiir k£ bereits bewiesen sei und beweisen dann auch b) fiir
k.

Zunichst eine Vorbemerkung: Man konnte geneigt sein, das Maximumprin-
zip direkt anzuwenden. Die Funktion ® = |V¥R| geniigt ja einer Differentialun-
gleichung der Art

d < AD + AD + Brt/2,

Man hétte also die gewohnliche Differentialgleichung
D= Ap+ Brrt/?

zu betrachten. Die Losung kein leicht explizit ermittelt werden. Leider wichst
sie exponentiell and, wenn A > 0 ist. Wenn A jedoch negativ ist, klingt sie ex-
ponentiell ab. Der nun folgende Trick bewirkt eine Umkehrung des Vorzeichens
von A.

18
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§8. Abschitzung der hoheren Ableitungen der Kriimmung 19

Dazu wenden wir 8.2 zweimal an, fiir £ und fiir k—1. Im Falle £ verschenken
wir den negativen Term —2|V**!R|? und erhalten

0
5| VAR < AIVERI” + [Qk(2)]

Im Falle £ — 1 verschenken wir den entsprechenden Term nicht.

%|Vk_1R|2 = AIVFIR12 — 2|V*R|? 4+ wi(t)

Da wir V*¥~'R dank der Induktionsvoraussetzung kontrollieren kénnen, gilt
|wi(t)] < Dye™/2.
Der Trick ist es nun, die Grofle
®(t) := |V*R|* + K|V*'R|?
zu betrachten. Eine einfache Rechnung liefert
d— AD < 2K |VFR|? + |Qk| + |wil.

Indem wir 2K durch K ersetzen, kénnen wir €| abfangen, sofern K grof§ genug
gewahlt wurde, was wir annehmen wollen und diirfen. Auflerdem benutzen wir,
dass die Differenz ®(t) — [V*R|? nach Induktionsvoraussetzung exponentiell
abklingt und druch Vergroflerung der Konstanten Dy, aufgefangen werden kann.
Damit erhalten wir

® < AP — K® + Djyqe™/2.

Nun kann man das Maximumprinzip anwenden. Die Losung der gewohnlichen
Differentialgleichung .
® =K+ Djyiet/?

klingt wie gewiinscht ab. Die nun gewonnenen Abschéitzung fiir ® liefert sofort
die gewiinschte Abschitzung fiir [VFR|, da dieser Term fiir £ — 1 anstelle von
k ja nach Induktionsannahme unter Kontrolle ist.

Wir miissen nun noch 8.2, Teil a) beweisen, wobei wir b) fiir [ < k anstelle
k annehmen diirfen. Wir beginnen mit

0 9 T
a|ka|2 - a Z 9 Y 9 mIk (ka)Zl,,’bk (VkR)jl,u-Jk

74.1 ,,,,, (8
Wir leiten nach der Produktregel ab und benutzen
3 = (R~ 1),

19



20 Der Ricci-Fluss auf Flachen

Dies ergibt

d
§|V’“R|2 =k(R —r)|VER]*+

Wir miissen
—_— VkR i i
8t( ) 1yeeeslk

berechnen. Um den Gedanken klar hervortreten zu lassen, nehmen wir zunéchst
einmal £ = 2 an. Wir erinnern an die Definition

ij

(V2R)ij = (V°R)(9;,0;) = (Vo,dR)(0;) = 0:0;R— > THoR
k

und erhalten
o ) . .
E(VQR)Z-]- = 0;0;R—> ThHoR - TFoLR.
k k

Man muss nun Produkte der Art
ffj (OkR) (0,0, R), f?j (OcR) F,lu,y O R

untersuchen. Die Ffj werden aus g;; und ¢;; und bleiben somit beschrinkt.

Fir Ffj benotigt man eine Evolutionsgleichung und zwar rechnet man leicht in

geodétischen Koordinaten nach:

a 1 . .
Y = 3 ngl(@'hﬂ + Ojhyy — Ojhi;) mit h:=g=(r— R)g.
!

Damit sieht man, dass diese Produkte alle durch €2, in 8.2 abgefangen werden.
Sie sind also fiir unsere Zwecke vernachléssigbar. Wir setzen R = (R—r)R+AR
ein und erhalten: 5

5 (V' R)ij ~ (V?AR);

Das Zeichen “~” deutet an, dass wir Terme weggelassen haben, die von ()
absorbiert werden kénnen und aus dem selben Grund kénnen wir R durch r
ersetzen. Der Term (0;R)(0;R) ist ebenfalls vernachléssigbar, da die ersten
Ableitungen unter Kontrolle sind. Wir erhalten damit im Falle & = 2

9 o2 2
5 (V2R) ~ V?AR.

20



§8. Abschitzung der hoheren Ableitungen der Kriimmung 21

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass diese Formel auf beliebigs k£ zu iibertragen.
Dazu startet man mit der allgemein giiltigen Formel

(VA)(Xo, Xq,...,X,) =

p
Xo(A(Xy,..., X Z (X1, X1, Vo X0y Xoi1, -0, X))
oder in Komponentenschreibweise

p n

E k
(VA)ﬁ T1geeslp aﬁ D] yeeeyl FﬁiyAil,...,iy_l,k,iy+1,...,ip'
v=1k=1

Man nutzt diese fiir A = V1R aus. Durch Induktion nach k leitet man nun

0

5 —(V*R) ~ VFAR

ab. Nun folgt:
9
§|V’“R|N2<V’“AR, V*R)

Damit folgt Lemma 8.2 aus folgender asymptotischen Formel, welche anstelle
der Schliisselgleichung 6.4 tritt.

8.3 Schliisselasymptotik.

2VFAR, VFR) ~ A|VFR|? — 2|VFH1R|2.

Fiir den Beweis benutzen wir folgende Formel:

8.4 Lemma. Seien A ein kovariantes Tensorfeld auf einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit. Dann gilt

A(A, A) = 2(VA,VA) + 2(AA, A).

Hierbei bedeutet AA den rohen Laplace-Operator.

Zum Beweis rechnen wir aus, wie die kovariante Ableitung in Komponenten
beziiglich eines Koordinatensystems aussieht: Wir benutzen wieder die Formel

p

(VA)ﬁ i1, - aﬁ i1,.. - Z Z Fﬁz U1yt —1,R, 0041,

v=1 k=1

21
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22 Der Ricci-Fluss auf Flachen

Wir wollen die Komponenten von V2 A berechnen (um durch Verjiingung dann
AA zu bekommen). Dazu muss man in diese Formel VA anstelle von A ein-
tragen. Das wird natiirlich ein komplizierter Ausdruck. Ertraglich wird er in
Normalkoordinaten:

p n

(V2A)aBiirip = 0008 Air iy — D> (0l VAir iy i i

v=1k=1

Diese Formel kénnen wir weiter verwenden, solange sie nicht weiter differenziert
wird. Durch Verjiingen ergibt sich

(AA)il,...7ip - aaAil,. ,‘ - 6 F Zl,...,iu_l,k,iy+1,...,ip'
fe% a v=1k=1

und somit

(AAA) = D (D24, 0,) Ay~

a,il,...,ip

k
E (6 FaZV)Ail7-~~7iuflvk»iu+l7~~-77;pA7;17-~~7ip

a,v,k,i1,...,0p

Als néchstem wenden wir uns der Berechnung von A(A, A) zu. Wir beginnen

mit
E 11J1 ... 4ipdp A. . . .
g g A’Ll,..‘,’l,ijl,...,]p

und erhalten

3a<A,A> = Z (6a(.gi1jl "'gipjp))Ah,...,iijl,...,jp+

T seees ip
VA RERER] jp
E( i1 ... ipjp( )
2 g g aOtA’Ll, ip J1s-++50p
D] e ip
Jls-- jp

Wir differenzieren nochmals nach J,:

0o (A, A) = Z (Oa(g"™7 g ")) Ay iy At

9 Z gzljl.. ZP]”((92A11,.. ,ip)Aj17~-»jp

,,,,,

,,,,,

2 Z gujl,. ijp(a Ail,l,.,z‘p)(aaAjl,...,jp)-

,,,,,
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§9. Komplexe Struktur 23

Jetzt benutzen wir

Z g’ ozgozﬂ ok,

Differenziert man nochmals nach x,, so folgt nach Auswerten
aigz 62 a ik
also (ebenfalls nach Auswerten)

2 (0151 ... ZJ_ .. 2. 5. . o
aa(g Pr) = U521.71 Zk 1Jk— 1(9 glk3k61u+1]u+1 "'57'}7.717'

Wir erhalten
(A, A) = Z (D2 Gi,k) Ay ..oy A o1 osins iy +

il,...,ip,lj,k

2 Z (33141‘1,...,@'1))Ail,...,ip+

§ 2
2 Oz 117 5T .

Damit sehen wir

A(A, A) — 2(VA, VA) — 2(AA, A) —
Z (aigiyk)A’Ll, 51 A’Ll, nyl,k,il,+1,....’ip_

11, ip, Uk,

E k
2 (6arai,,)Ailr”viuflvk'/ili{»l 7--~77:pAil:~~~vip

o,v,k,i1,...,0p

Dieser Ausdruck soll verschwinden. Dies ist dquivalent zu
Z D gin = Z 0o (Th; + Thy),
(0% (0%
was wiederum aus der allgemeinen Formel (nach Auswerten)

280;‘% = &Xﬁjgik + 8a8¢gjk - aaakgij

folgt. Damit ist Lemma 8.4 bewiesen. O

Im Lichte dieses Lemmas erweist sich die Schliisselasymptotik dquivalent zu

8.5 Schliisselasymptotik, Variante.
AV*R ~ VFAR.

Genauer zeigen wir, dass die Komponenten beziiglich eines lokalen Koordi-
natensystmes der Differenz Linearkombination sind von Ausdriicken der Art
PAB, wobei P ein Polynom in g;;,det g, A eine Komponente von V*R und B
eine Komponenten von VPR mit a + = k sind.

23
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24 Der Ricci-Fluss auf Flachen

9. Komplexe Struktur

Jeder zweidimensionale orientierte Euklidsche Vektorraum besitzt eine wohlde-
finierte komplexe Struktur. Multiplikation mit i ist die Drehung um 90 Grad.
Ist X eine zweidimensional orientierte Riemannsche Mannigfaltikeit, so be-
sitzt insbesondere jeder Tangentialraum eine komplexe Strukur. Bekanntlich
ist diese ,integrierbar®, d.h. es existiert ein holomorpher Atlas O, so dass
Multiplikation mit i auf dem Tangentialraum oder allgemeiner Vektorfeldern
durch
J(0/0x) =0/0y, J(0/0y)=—0/0x

gegeben ist. Dabei sei z = x + iy eine holomorphe Karte. Die Riemannsche
Metrik hat nach Konstruktion die Eigenschaft ¢(JX,JY) = ¢g(X,Y). Sie ist

somit von der Form
_ (=) O
9=\ 0 hz)

mit einer positiven Funktion h. Wir wollen die kovariante Ableitung in holo-
morphen Koordinaten berechnen. Die allgemeinen Formeln fiir die Christoffel-
symbole

1 99iv | Oguj  0gij
Fk I kv J J
2 Z g {(%cj * 0x; &ch]

v=1

reduzieren sich auf

10logh
rL =12 =12 =-T. =
11 12 21 22 757 9,
10logh
1’\2 — 1 :Fl — 1’\2 —
22 21 12 179 5y

Die Standardformel fiir den Kriimmungstensor
l l l l l

(3

vereinfacht sich zu

o o
2
2R121 = (W + 8_y2> log h
Es folgt
9? 9?
R=h (@ + a—y2> logh.

Als néchstes berechnen wir die kovarianten Ableitungen: Mit

oH . OH

1
H=-logh, H,=-—,
ZOg’ ox

24



§9. Komplexe Struktur 25

ergibt sich
Vo0:(0/0z) = Hy0/0x — H,0/0y

(0/0z) =
Vo) 9:(0/0y) = Hy0/0x + H,0/0y
Vooy(0/0x) = Hy0/0x + H,0/0y
Vo oy(0/0y) = —H,0/0x + H,0/0y
Mit Hilfe der allgemeinen Formel
(Vxw)(Y) = X(w(Y)) —w(VxY)
verifiziert man nun
Vojozdr = —Hydr — Hydy
Vojoydr = —Hydx + Hydy
Vojoedy = Hydx — Hydy
Vojoydy = —Hydx — Hydy

Wir rechnen die Formeln auf komplexe Koordinaten um,

0 1,0 0 0 1,0 0
dz := dz +idy, dz := dx —id — == i), === =—+iz
: T +idy, dz R A <8x 18y>’ 0z 2<8$ +18y>

Man errechnet

Vojosdz = (—Hydr — Hydy) + i(Hydx — H,dy)

Vojaydz = (—Hydx + H,dy) + i(—H.dr — Hydy)

Vo o:dz = (—Hydr — Hydy) — i(Hydx — H,dy)

Vojaydz = (—Hydx + H,dy) — i(—H.dr — Hydy)

und folgert
Vojo.dz = 2H dz

Va/ade =0

Wir berechnen nun die kovarianten Ableitungen eines Monoms
Z(a,b) = dz™dz" - - - dzdzbm

aus. Dabei seien a;, b; nicht negative ganze Zahlen. Die Produkte sind im Sinne
der Tensorprodukts zu verstehen. Aus der Produktregel fiir die kovariante
Ableitung folgt mit « = a1 + -+ a,, und B =by + - + by,

Voo-Z(a,b) = —2aH.Z(a,b)
Va/QEZ(a, b) = —26HEZ(a, b)

25



26 Der Ricci-Fluss auf Flachen
Hieraus kann man
VZ(a,b) = —2aH,dz ® Z(a,b) — 20H:dz ® Z(a,b)
folgern. Ist f eine Funktion, so folgt nun allgemeiner mittels der Produktregel
V(fZ(a,b)) =df @ Z(a,b) + fVZ(a,b).

Tragt man df = f.dz+ fzdZ ein, so folgt die allgemeine Formel fiir die kovariante
Ableitung kovarianter Tensoren:

V(fZ(a,b)) =(f. —2afH,)dz ® Z(a,b)+
(f: —28fH3)dz ® Z(a,b)

Diese Formel muss zweimal angewendet werden. Das Resultat ist eine Vier-
Terme-Formel mit den Monomen

dz®dz® Z(a,b), dz®dz® Z(a,b), dz®dz® Z(a,b), dz®dz® Z(a,b).

Um den rohen Laplace-Operator zu bekommen, muss man die ersten beiden
Komponenten verjiingen. Die Verjlingung ist

V(dz ®@ dz) = (dz,dz) =0, V(dz®dz)= (dz,dz) =0,
V(dz ® dz) = (dz,dz) = 2h(2)"', V(dZ®dz) = (dz,dz) = 2h(z)"*

Man erhalt

A(fZ(CL, b)) = 2h<z)_1{(fz - 2afH2>2 - 2ﬁ(fz - 2asz)H2
(f: —26fHz). —2a(fz — 26fH5)HZ}Z(a,b)

Diese Formel wird besonderes einfach in Normalkordinaten. In jedem Punkt
gibt es bekanntlich eine holomorphe Karte, so dass h in diesem Punkt gleich
eins wird und die ersten Ableitungen von h in diesem Punkt verschwinden.
(Jede komplex analytische Mannigfaltigkeit der Dimension eins mit einer Her-
miteschen Metrik ist K&hlersch). Nach Auswerten in dem betreffenden Punkt
erhalten wir

A(fZ(a,b)) =4(f.z: — (a+ B)fH.z) Z(a,b)

= a(fer = “2F i) 20

Wir spalten nun die kovariante Ableitung auf:
V=V +V

26



89. Komplexe Struktur 27
V'(fZ(a,b)) =(f. — 2afH)dz ® Z(a,b)
V' (fZ(a,b)) =(fz — 26fHz)dz ® Z(a,b)

Man muf verifizieren, dass diese Operatoren gegeniiber holomorphem Koordi-
natenwechsel invariant sind. Es gelten die Produktregeln

V'(fT)=V' (/)T + fV'T, V'(fT)=V"(f)@T + fV"T.

Bei den weiteren Rechnungen nehmen wir an, dass das Monom Z(a, b) nicht
mit dz beginnt. Es beginnt also mit dz oder ist leer. Dann modifizieren wir
die Operatoren V' und V" und definieren

D:=V'. D:=VoV".

Dabei bedeute V' der Verjiingung der ersten beiden Komponenten, wenn zwei
vorhanden sind und den Nulloperator sonst. Unter der an das Monom Z(a,b)
gemachten Voraussetzung verifiziert fiir T = fZ(a,b) man leicht in Normalko-
ordinaten die Formeln

DDT + DDT = AT
_ _ 1
DDT — DDT = —§(a — B)RT.

Damit erhélt man mit £k = o — 8

DAT — ADT = DDDT + DDDT — DDDT — DDDT
— (DDDT — DDDT) + (DDDT — DDDT)
1 1
= —5kD(RT) — 5 (k + 1)RDT

_ _%k;(DR) o - (k+ %)RDT

und analog
DAT — ADT = DDDT + DDDT — DDDT — DDDT
= (DDDT — DDDT) + (DDDT — DDDT)
1 _ 1. -
= 5(k — 1)RDT + 5k:D(RT)

= (k- %)RDT + %k(DR) T
Wir erinnern daran, dass D die Zusammensetzung von V' mit einer Verjiingung
ist. Nach unserer Annahme, dass Z(a,b) nicht mit dz beginnt, ist dies immer
eine Verjlingung eines dz mit einem dz. Der Laplaceoperator vertauscht mit
Verjiingungen (da die kovariante Ableitung mit Verjiingungen vertauscht). Da-
her ist ADT die entsprechende Verjiingung von AV”. Da bei Verjiingungen
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28 Der Ricci-Fluss auf Flachen

dieser Art von monomialen Tensoren keine Information verloren geht, erhalten
wir nun zwei Formeln,

1 1
VAT = AV'T =~ K(V'R) & T - (k+ 5)RV’T
1 1
V/AT = AV'T = Sh(V'R) @ T + (k= 5)RV'T
Wir addieren beide Formeln und erhalten einen Ausdruck fir VA — AV

angewendet auf Tensoren T. Nutzt man dies fiir T = V¥R aus, so folgt
induktiv die Schliisselasymptotik 8.5.
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